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Σε απηήλ ηελ εξγαζία εθαξκόδνληαη κέζνδνη γηα ηελ πξόβιεςε ρξνλνζεηξώλ ζε 
πεξίπινθα πξαγκαηηθά δεδνκέλα πνπ έρνπλ παξζεί από ηελ λαπιαγνξά. 
Σπγθεθξηκέλα εμεηάδνληαη νη spot ηηκέο ησλ suezmax tankers ηεο ηειεπηαίαο  
δεθαεηίαο. Δμεηάδεηαη θαηά πόζν παξνπζηάδεη ε ρξνλνζεηξά κε γξακκηθή ή ρανηηθή 
ζπκπεξηθνξά. Αλαδεηνύληαη επίζεο νη βέιηηζηεο παξάκεηξνη εκβύζηζεο θαη γίλεηαη 
πξνζπάζεηα εληνπηζκνύ ηνπ ζνξύβνπ πνπ παξνπζηάδεηαη ζηα δεδνκέλα θαη κείσζεο 
ηνπ. Σηελ έξεπλα πνπ πξαγκαηνπνηήζεθε θαηαιήμακε ζην ζπκπέξαζκα όηη ε ππό 
κειέηε ρξνλνζεηξά παξνπζηάδεη ρανηηθή ζπκπεξηθνξά. Σην ίδην ζπκπέξαζκα είρε 
θαηαιήμεη θαη ε δηδαθηνξηθή δηαηξηβή πνπ πξαγκαηνπνίεζε ε Μαξηλίθε Χηθηά ζε 
ζπλεξγαζία κε ηνλ θαζεγεηή Αιέμαλδξν Μ. Γνπιηέικν ηνπ Παλεπηζηεκίνπ Πεηξαηώο. 
Σηελ δηδαθηνξηθή απηή δηαηξηβή έγηλε ε ρξήζε ηνπ  BDS ηέζη πξνθεηκέλνπ λα 
απνδείμνπλ όηη 2 ρξνλνζεηξέο παξκέλεο από ηηο ηηκέο ηεο λαπιαγνξάο παξνπζηάδνπλ 
κε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά θαη ην θαηά πνζό απηέο είλαη αλεμάξηεηεο  θαη νη ηηκέο 
ηνπο είλαη ηπραίεο.  
Σηελ δηπισκαηηθή απηή αθνύ απνδείμακε όηη ε ρξνλνζεηξά καο παξνπζηάδεη ρανηηθή 
ζπκπεξηθνξά πξνρσξήζακε έλα βήκα παξαπέξα. Πξαγκαηνπνηήζεθε πξόβιεςε εληόο 
δείγκαηνο κε ηελ ρξήζε 5 κεζόδσλ ζε 7 δηαθνξεηηθά ζεκεία ηεο ρξνλνζεηξάο. Οη 5 
κέζνδνη πξνβιέςεσλ πνπ εθαξκόζηεθαλ είλαη ηνπηθέο γξακκηθέο ,αθηηληθέο 
ζπλαξηήζεηο βάζεο θαη εθηίκεζεο ππθλόηεηαο ππξήλα. Τα απνηειέζκαηα απηώλ ησλ 
πξνβιέςεσλ παξαηίζεληαη ζην θεθάιαην 4. Κξίλνληαο από ηα ζπκπεξάζκαηα πνπ 
εμάγνληαη από απηέο ηηο πξνβιέςεηο κπνξνύκε λα πνύκε πσο δελ κπνξνύκε λα ηηο 
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Σε απηήλ ηελ εξγαζία  πξαγκαηνπνηήζεθε έξεπλα θαη ρξεζηκνπνηήζεθαλ κέζνδνη γηα 
ηελ πξόβιεςε ρξνλνζεηξώλ πξαγκαηηθώλ θαη πεξίπινθσλ ρξνλνζεηξώλ από ηνλ 
πξαγκαηηθό θόζκν ρξεζηκνπνηώληαο αξρέο ηεο ζεσξίαο ηνπ ράνπο θαη ηερλεηή 
λνεκνζύλε. Με κηα πην πξνζεθηηθή καηηά νη κεζνδνινγίεο  πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ 
απαηηνύζαλ κηα γθάκα από παξακέηξνπο πνπ έπξεπε λα βξεζνύλ κέζσ ηεο εκπεηξίαο 
κηαο θαη δελ ππήξραλ αλαιπηηθέο κέζνδνη γηα ηελ εύξεζε ηνπο. Η επηινγή ησλ ηηκώλ 
ησλ παξακέηξσλ απηώλ δελ κπνξεί λα δηθαηνινγεζεί  κε βάζε θακία ζεσξία ,νύηε ν 
εξεπλεηήο κπνξεί λα ηζρπξηζηεί όηη ηα απνηειέζκαηά ηνπ είλαη πξαγκαηηθά πξντόλ 
ηπθιώλ δνθηκώλ. 
Σην θεθάιαην 1 γίλεηαη αλαθνξά ζηνπο ηύπνπο ησλ δηαθόξσλ ρξνλνζεηξώλ θαη 
αλαθνξά ζηηο αλαιπηηθέο ηερληθέο θαη ζηηο πξνβιέςεηο πνπ ρξεζηκνπνηήζεθαλ ζε 
απηέο. Τν θεθάιαην απηό κπνξεί λα ζεσξεζεί ζαλ κηα εηζαγσγή ζηηο βαζηθέο αξρέο 
θαη έλλνηεο ηεο ζεσξίαο ηνπ ράνπο. 
Σην θεθάιαην 2 παξνπζηάδνληαη αλαιπηηθόηεξεο κέζνδνη γηα ηελ εύξεζε ηεο 
παξνπζίαο ράνπο. Μειεηάηαη ε παξνπζία καθξνρξόληαο κλήκεο ζηηο ππό εμέηαζε 
ρξνλνζεηξέο, θαη κε ηελ κειέηε ηνπ θάζκαηνο ηζρύνο πξνζπαζνύκε λα 
πξνζδηνξίζνπκε εάλ έρεη εκθαλή ζεκάδηα ράνπο. Δπίζεο κειεηώληαη ηα δπλακηθά 
ζπζηήκαηα από ηα νπνία πεγάδνπλ νη ρξνλνζεηξέο. Γίλεηαη παξνπζίαζε ησλ εηδώλ 
ησλ ειθπζηώλ θαη νη ηδηόηεηεο ηνπο. Αλαιύεηαη ε εκβύζηζε ζαλ κέζν αλάιπζε ησλ 
ρξνλνζεηξώλ, νη εθζέηεο Lyapunov, ν εθζέηεο Hurst γηα ηελ κέηξεζε ηεο 
πξνβιεςηκόηεηαο ησλ ρξνλνζεηξώλ. Σην θεθάιαην απηό κειεηώληαη θαη δηάθνξεο 
γεσκεηξηθέο κέζνδνη όπσο νη ιαλζαζκέλνη θνληηλόηαηνη γείηνλεο. Τέινο γίλεηαη 
αλαθνξά ζηηο δηαζηάζεηο ηα είδε ηνπο, όπνπ δηάζηαζε ελλννύκε ηελ κέηξεζε ηεο 
δηάζηαζεο  ηνπ ζπζηήκαηνο   πνπ πξνήιζε ε ρξνλνζεηξά, θαη παξνπζηάδνληαη 
κέζνδνη γηα ηελ κείσζε ηνπ ζνξύβνπ. 
Σην 3 θεθάιαην αζρνινύκαζηε κε ηηο πξνβιέςεηο θαη αλαιύνληαη νη κέζνδνη  γηα ηελ 
πξαγκαηνπνίεζε ηνπο. Τνπηθέο γξακκηθέο πξνβιέςεηο είλαη έλα από ηα είδε ησλ 
κεζόδσλ απηώλ κε ηελ ρξήζε ηεο κεζόδνπ ησλ θνληηλόηαησλ γεηηόλσλ. Άιιν είδνο 
είλαη νη αθηηληθέο ζπλαξηήζεηο βάζεο θαη Δθηίκεζε ππθλόηεηαο ππξήλα. Τέινο 
γίλεηαη αλαθνξά ζηηο ρξεκαηννηθνλνκηθέο ρξνλνζεηξέο. Δίλαη παξόκνηεο κε απηέο ηεο 
λαπιαγνξάο. Κύξην ελδηαθέξνλ παξνπζηάδεηαη γηα ην εάλ ηζρύεη ν ηπραίνο πεξίπαηνο. 
Έγηλαλ πξνβιέςεηο κε δηάθνξεο κεζόδνπο εθηόο δείγκαηνο θαη κε άιιεο εληόο θαη 
εθηόο δείγκαηνο. 
Σην θεθάιαην 4 γίλεηαη παξνπζίαζε όισλ ησλ πεηξακαηηθώλ απνηειεζκάησλ πνπ 
πξαγκαηνπνηήζεθαλ κε ηε ρξήζε ηνπ ινγηζκηθνύ NLTSA. Βξέζεθε ην θάζκα ηζρύνο 
πνπ είλαη κηα πξώηε πξνζπάζεηα γηα εύξεζε ύπαξμεο ή κε ρανηηθήο ζπκπεξηθνξάο. 
Δπίζεο πξνζδηνξίζηεθε ε δηάζηαζε ζπζρέηηζεο πνπ είλαη κηα από ηηο πην ζεκαληηθέο 
δηαζηάζεηο. Δπίζεο πξνζδηνξίζακε ηνλ κέγηζην εθζέηε Lyapunov κε ηελ ρξήζε κηαο 
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εύξσζηεο κεζόδνπ. Τέινο παξαζέηνληαη νη πξνβιέςεηο πνπ πξαγκαηνπνηήζεθαλ γηα 
ηελ ρξνλνζεηξά καο κε ηελ ρξήζε 5 κεζόδσλ. 





























1.1 Υπόβαθρο ηης εργαζίας 
Τα ηειεπηαία ρξόληα παξνπζηάζηεθε έληνλν ελδηαθέξνλ ζηηο εθαξκνγέο ηεο ζεσξίαο 
ηνπ ράνπο ζε κηα πνηθηιία πξαγκαηηθώλ ρξνλνεμαξηεκέλσλ ζπζηεκάησλ, θαη ε 
ηθαλόηεηα πνπ παξνπζηάδεη απηόο ν θιάδνο ησλ καζεκαηηθώλ λα παξέρεη ηάμε από 
εθεί πνπ θαηλνκεληθά ππάξρεη αηαμία. Υπάξρνπλ πνιιέο ρξνλνζεηξέο, ηόζν ζηηο 
θπζηθέο επηζηήκεο όζν θαη ζηα νηθνλνκηθά πνπ είραλ απνδεηρζεί δύζθνιν λα 
αλαιπζνύλ κε ηηο ζπκβαηηθέο γξακκηθέο κεζόδνπο, νη νπνίεο ηώξα κνληεινπνηνύληαη 
ρξεζηκνπνηώληαο κε γξακκηθέο θαη κε παξακεηξηθέο κεζόδνπο. Ο Mandelbrot 
μεθηλάεη ην βηβιίν ηνπ The Fractal Geometry of Nature (Mandelbrot,1983) 
θαηαθξίλνληαο ηελ επηζηήκε πνπ πξνζπαζεί λα εληάμεη ηελ θύζε ζε θαινύπηα ηα 
νπνία είλαη ζπκβαηά κε ήδε έηνηκα καζεκαηηθά κνληέια ηεο Δπθιείδεηαο γεσκεηξίαο. 
Φαξαθηεξηζηηθά αλαθέξεη ‘ ηα ζύλλεθα δελ είλαη ζθαίξεο, ηα βνπλά δελ είλαη θώλνη, 
νη αθηνγξακκέο δελ είλαη θύθινη, θαη ν θινηόο δελ είλαη νκαιόο νύηε ε αζηξαπή 
ηαμηδεύεη ζε επζεία γξακκή’. Σπλερίδνληαο ηζρπξίδεηαη πσο ν πξαγκαηηθόο θόζκνο 
ηείλεη λα είλαη θπξηαξρεκέλνο από κνξθέο θαη δηαδηθαζίεο πνπ δελ είλαη νύηε νκαιέο 
νύηε ζπλερείο, ν νπνίνο δελ ελδίδεη εύθνια ζηελ αλάιπζε ήδε έηνηκσλ καζεκαηηθώλ 
ηερληθώλ.  
Μαζεκαηηθέο κέζνδνη έρνπλ αλαπηπρζεί γηα λα ραξαθηεξίζνπλ θαη ζε θάπνην βαζκό 
λα αλαιύζνπλ απηέο ηηο ρξνλνζεηξέο. Λόγσ ησλ πεπεξαζκέλσλ δεδνκέλσλ ηα νπνία 
έρνπκε γηα ηηο ελ ιόγσ ρξνλνζεηξέο, ε παξνπζία ζνξύβνπ θαη ε γξακκηθόηεηα πνπ ηηο 
ραξαθηεξίδεη θάλνπλ ηελ πξνζπάζεηα γηα αλάιπζε αθόκε πην δύζθνιε θαη καο 
νδεγνύλ ζηελ ρξήζε εκπεηξηθώλ κεζόδσλ. 
Σε απηό ην ζεκείν πξέπεη λα αλαθεξζνύκε ζηελ δηδαθηνξηθή δηαηξηβή ηεο Μαξηλίθεο 
Χεθηά ππό ηελ θαζνδήγεζε ηνπ θ. Αιέμαλδξνπ Γνπιηέικνπ ηνπ Παλεπηζηεκίνπ 
Πεηξαηώο ηνπ ηκήκαηνο Ναπηηιηαθώλ ζπνπδώλ. Σηελ δηαηξηβή απηή ηίζεηαη ην 
εξώηεκα εάλ νη ρξνλνζεηξέο ησλ ηηκώλ ησλ λαύισλ ηνπ μεξνύ θνξηίνπ γηα 
ρξνλνλαύισζε θαη γηα λαύισζε αλά ηαμίδη είλαη παλνκνηόηππα θαη αλεμάξηεηα 
δηακνηξαζκέλεο θαη ην εάλ παξνπζηάδνπλ κε γξακκηθή εμάξηεζε. Γηα λα ην 
επηηύρνπλ απηό, βαζίζηεθαλ ζην έξγν ησλ Brock,Dechert θαη scheinkman(Brock W. 
el al, 1987), ζην ιεγόκελν BDS ηέζη. Τα απνηειέζκαηα ηνπ ηέζη απηνύ έδεημαλ πσο 
νη ηηκέο ησλ ρξνλνζεηξώλ δελ είλαη ηπραίεο θαη όηη πξάγκαηη ππάξρεη κε γξακκηθή 
εμάξηεζε. Με βάζε απηήλ ηελ εξγαζία ηνπο αιιά θαη πξνγελέζηεξεο θαηάθεξαλ λα 
απνδείμνπλ όηη ζηελ αγνξά ηεο ρξνλνλαύισζεο αιιά θαη ησλ λαύισλ αλά ηαμίδη 





1.2 Αναζκόπηζη ηφν βαζικών αρτών 
Οη ηδέεο πνπ ππνζηεξίδνπλ απηήλ ηελ εξγαζία πεγάδνπλ από δηαθνξεηηθέο αξρέο. 
Μεξηθέο πεξηνρέο κειέηεο κπνξνύλ λα απνθύγνπλ αλαθνξά ζηα καζεκαηηθά, αιιά 
πνιιέο ηερληθέο πνπ πεξηγξάθνληαη πήγαζαλ όρη από καζεκαηηθνύο αιιά από 
βηνιόγνπο θαη θπζηθνύο  πξνζπαζώληαο λα απνθηήζνπλ πιεξνθνξίεο από 
δεηγκαηνιεπηνύκελεο ρξνλνζεηξέο νη νπνίεο ήηαλ κηθξέο ζε κήθνο θαη ζνξπβώδεηο.  
1.2.1 Φρονοζειρές  
Η έλλνηα ηεο ρξνλνζεηξάο είλαη επξύηαηα δηαδεδνκέλε ζηνλ επηζηεκνληθό ρώξν ηεο 
ζηαηηζηηθήο, ζηελ αλάιπζε ζεκάησλ, ζηελ νηθνλνκεηξία θαη ζηηο νηθνλνκηθέο 
επηζηήκεο. Με ηνλ όξν ρξνλνζεηξά ελλννύκε ηηο ηηκέο ελόο κεγέζνπο πνπ ην 
κεηξήζακε ζε ηαθηά ρξνληθά δηαζηήκαηα. Παξαδείγκαηα ρξνλνζεηξώλ απνηεινύλ ε 
θαζεκεξηλή ηηκή θιεηζίκαηνο ηνπ δείθηε Dow Jones θαη ν εηήζηνο όγθνο ξνήο ηνπ 
πνηακνύ Νείινπ ζην θξάγκα ηνπ Aswan. Τα ζηνηρεία κηαο ρξνλνζεηξάο έρνπλ κηα 
θπζηθή ρξνληθή ηάμε. Απηό θαζηζηά ηελ αλάιπζε ρξνλνζεηξώλ  επδηάθξηηε από άιια 
θνηλά πξνβιήκαηα αλάιπζεο ζηνηρείσλ, ζηα νπνία δελ ππάξρεη θακία θπζηθή ηάμε 
ησλ παξαηεξήζεσλ. Έλα κνληέιν ρξνλνζεηξώλ ζα αληηθαηνπηξίδεη ην γεγνλόο όηη νη 
παξαηεξήζεηο νη νπνίεο βξίζθνληαη ζε θνληηλά ρξνληθά δηαζηήκαηα ζα είλαη 
πεξηζζόηεξν ζπλδεδεκέλεο κεηαμύ ηνπο (θαιύηεξε ζπζρέηηζε) από όηη παξαηεξήζεηο 
πνπ βξίζθνληαη πην καθξηά ζηνλ ρξόλν. Οη κέζνδνη γηα ηηο αλαιύζεηο ρξνλνζεηξώλ 
κπνξνύλ λα δηαηξεζνύλ ζε δύν θαηεγνξίεο: κέζνδνη πεδίνπ ζπρλόηεηαο(frequency 
domain) θαη κέζνδνη ρξνλνπεξηνρώλ( time domain). Τα πξώηα πεξηιακβάλνπλ ηε 
θαζκαηηθή αλάιπζε θαη ηα ηειεπηαία πεξηιακβάλνπλ ηελ αλάιπζε απηνζπζρέηηζεο 
θαη ζπζρέηηζεο. 
Τα κνληέια ησλ ρξνλνζεηξώλ έρνπλ πνιιέο κνξθέο θαη αληηπξνζσπεύνπλ 
δηαθνξεηηθέο ζηνραζηηθέο δηαδηθαζίεο. Τα κνληέια απηά ρσξίδνληαη ζε 3 βαζηθέο 
θαηεγνξίεο: ζηα απηναλάδξνκα κνληέια (AR), ηα ελζσκαησκέλα κνληέια(Ι), θαη ηα 
κνληέια θηλνύκελνπ κέζνπ όξνπ (ΜΑ). Απηέο νη ηξεηο θαηεγνξίεο εμαξηώληαη 
γξακκηθά  από ηα πξνεγνύκελα ρξνληθά ζηνηρεία. Οη ζπλδπαζκνί απηώλ ησλ 
κνληέισλ παξάγνπλ ηνλ απηναλάδξνκν θηλνύκελν κέζν όξν (ARMA) θαη ηα 
απηναλάδξνκα ελζσκαησκέλα πξόηππα θηλνύκελνπ κέζνπ όξνπ (ARIMA). Τν 
απηναλάδξνκν fractionally ελζσκαησκέλν πξόηππν θηλνύκελνπ κέζνπ όξνπ 
(ARFIMA) γεληθεύεη ηα πξνεγνύκελα ηξία. Δλδηαθέξνλ παξνπζηάδεη ε ύπαξμε κε 
γξακκηθήο εμάξηεζεο ησλ δεδνκέλσλ κηαο ρξνλνζεηξάο από πξνγελέζηεξα ζην ρξόλν 
ζεκεία ηεο, ελ κέξε δηόηη ππάξρεη πεξίπησζε λα παξαρζεί ρανηηθή ρξνλνζεηξά. 
1.2.2 Φαοηικές τρονοζειρές  
Πνιιά ζπζηήκαηα ζηνλ θπζηθό θόζκν είλαη γλσζηό όηη παξνπζηάδνπλ ράνο ε κε 
γξακκηθή ζπκπεξηθνξά, ε πνιππινθόηεηα ησλ νπνίσλ ήηαλ ηόζν ζεκαληηθή πνπ ηα 
έθαλε λα ζεσξνύληαη ηπραία. Απιά πεηξάκαηα ζηα νπνία εληνπίζηεθε ράνο είλαη ε 
παξαηήξεζε κηα ζηξόθηγγαο λεξνύ πνπ ζηάδεη ή αθόκε θαη ζε απιά ειεθηξηθά 
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θπθιώκαηα. Δθηόο εξγαζηεξίνπ ρανηηθή ζπκπεξηθνξά έρεη εκθαληζηεί ζε 
ρξνλνζεηξέο θιηκαηηθώλ αιιαγώλ ζηελ πδξνδπλακηθή, ζηελ αζηξνθπζηθή, ζηελ 
ηαηξηθή θαη ζε πνιινύο άιινπο ηνκείο ηεο επηζηήκεο.  Η δηαιεύθαλζε απηώλ ησλ 
ζπζηεκάησλ έρεη βνεζεζεί από ηελ αλαθάιπςε, θπξίσο απηόλ ηνλ αηώλα, ησλ 
καζεκαηηθώλ εθθξάζεσλ πνπ παξνπζηάδνπλ παξόκνηεο ηάζεηο(trend). Οη πην 
δηάζεκεο θαη παιαηόηεξεο από απηέο είλαη ε ινγηζηηθή ζπλάξηεζε, ε νπνία αξρηθά 
ρξεζηκνπνηήζεθε ζαλ έλα κνληέιν ηεο αύμεζεο ηνπ πιεζπζκνύ. 
Η ινγηζηηθή εμίζσζε: 
                                                                                   (1) 
Η ηηκή α κπνξεί λα πάξεη ηηκέο από 1 κέρξη 4 θαη ην Φn  ηηκέο κεηαμύ 0 θαη 1. Απηή ε 
ζπλάξηεζε έρεη απαζρνιήζεη ηδηαίηεξα ηελ βηβιηνγξαθία ηνπ ράνπο επεηδή παξέρεη 
ζηνηρεία ηα νπνία παξνπζηάδνπλ επζέσο ηελ κεηάβαζε από ηελ ηάμε ζην ράνο. 
 
Στήμα 1: Τα πξώηα 500 ζεκεία ηεο ινγηζηηθήο εμίζσζεο γηα ρ0=1 
Δάλ παξαζηήζνπκε ηελ γξαθηθή παξάζηαζε πνπ παξνπζηάδεη ηελ ζρέζε κεηαμύ ηνπ 
xn θαη ηνπ α ζα δεκηνπξγεζεί ην αθόινπζν ζρήκα ην νπνίν νλνκάδεηαη δέληξν 
δηπιαζηαζκνύ πεξηόδνπ ή αιιηώο bifurcation diagram (ζρήκα 2). Έλα αμηνπξόζεθην 
ραξαθηεξηζηηθό ηνπ δηαγξάκκαηνο απηνύ είλαη όηη αλ πάξνπκε ην ιόγν ηνπ (Γα)1 σο 
πξνο ην (Γα)2 είλαη ίζνο κε 4,6692... ηνπ (Γα)2 σο πξνο ην (Γα)3 είλαη πάιη 4,6692... 
θαη απηό ζπλερίδεηαη επ’ άπεηξν. Τν θαηλόκελν απηό παξαηεξήζεθε γηα πξώηε θνξά 
από ηνλ Feigenbaum ην 1976. Απηή ε αλαινγία αλαθέξεηαη σο ε ζηαζεξά ηνπ 
Feigenbaum. Η ζηαζεξά Feigenbaum απνηειεί ηελ βάζε γηα ηελ πξόβιεςε ηεο 
ζπκπεξηθνξάο ηεο  ινγηζηηθήο εμίζσζεο ζε ζρέζε κε νπνηαδήπνηε ηηκή παίξλεη ην α. 
Αθόκα ν  Feigenbaum έθαλε κηα ζεκαληηθή αλαθάιπςε. Όηαλ ην α παίξλεη ηελ ηηκή 
3,5699456... ε ζπλάξηεζε γίλεηαη ρανηηθή θαη από θεη θαη πέξα δελ παξνπζηάδεη 
πξνβιεςηκόηεηα (ζρήκα 3). Η ηηκή απηή έρεη νλνκαζηεί ζεκείν ηνπ Feigenbaum θαη 
ε ζεκαζία ηεο θαίλεηαη θαζαξά ζην ζρήκα 3.’Τν ζεκείν ηνπ Feigenbaum ρσξίδεη ην 
δηάγξακκα ζε 2 πνιύ ραξαθηεξηζηηθά ηκήκαηα, ζην ηκήκα δηπιαζηαζκνύ πεξηόδνπ 
ζηα αξηζηεξά θαη ζην ηκήκα πνπ θπξηαξρείηαη από ράνο, ζηα δεμηά (Peitgen et al.1992,  
11 
 
ζει 588). Απηόο ν ζπγθεξαζκόο  ράνπο θαη ηάμεο κέζα ζην ίδην ληεηεξκηληζηηθό 
ζύζηεκα είλαη θαζαξά ζε αληίζεζε κε ηελ Νεπηώλεηα ζεώξεζε ησλ πξαγκάησλ. 
Καηαξξίπηεη ηελ ζεώξεζε πσο  ληεηεξκηληζκόο απαξαίηεηα ζεκαίλεη θαη 
πξνβιεςηκόηεηα.  Αιιά αθόκε θαη ζηελ πεξηνρή πνπ έρνπκε ράνο παξνπζηάδνληαη 
κηθξά ‘παξάζπξα πξνβιεςεκόηεηαο’ κε πνιύ κηθξέο απμνκεηώζεηο ηνπ α. Απηά ηα 
παξάζπξα είλαη νη άζπξεο θαηαθόξπθεο γξακκέο πνπ θαίλνληαη ζην δηάγξακκα ζηελ 
δεμηά πιεπξά(ζρήκα 3), νη νπνίεο νθείινληαη ζηελ εκθάληζε πεξηνδηθήο θπθιηθήο 
ζπκπεξηθνξάο. Τέινο πξέπεη λα αλαθέξνπκε πσο ην δηάγξακκα απηό παξνπζηάδεη 
απηννκνηόηεηα. 
 
Σρήκα 2: Γέληξν δηπιαζηαζκνύ πεξηόδνπ 
 







Άιιεο ρανηηθέο ρξνλνζεηξέο παξάγνληαη εμεηάδνληαο ηελ ζπλάξηεζε Mackey-Glass 
(Mackey,77) 
 
Η ζπλάξηεζε Mackey-Glass ζηελ δηαθξηηηθή ηεο κνξθή : 
 
Οη αθόινπζεο επηινγέο κεηαβιεηώλ θαη αξρηθώλ ζπλζεθώλ  πξνθαινύλ ρανηηθή 
ζπκπεξηθνξά. 
                                                                              (2) 
Η ζπλάξηεζε : 













Στήμα 5: Μία εκβπζηζκέλε εθδνρή ηεο ζπλάξηεζεο Mackey-Glass 
 
 
Σαλ ηειεπηαίν παξάδεηγκα ππάξρεη έλα ζύζηεκα από εμηζώζεηο πνπ 
πξσηνρξεζηκνπνηήζεθαλ από ηνλ Lorenz (Lorenz,63)ζηελ πξνζπάζεηα ηνπ λα 
κνληεινπνηήζεη ηηο απιέο αηκνζθαηξηθέο αιιειεπηδξάζεηο : 
Αξρηθέο ζπλζήθεο : 




Στήμα 6: Η ζπλάξηεζε Lorenz κε ηηο δεδνκέλεο αξρηθέο ζπλζήθεο 
 
                                  yt 












Οη παξαπάλσ ρξνλνζεηξέο παξνπζηάζηεθαλ γηαηί δείρλνπλ πσο ε πνιύπινθε 
ζπκπεξηθνξά κπνξεί εύθνια λα παξαρζεί από απιέο ζπλαξηήζεηο  κε κε γξακκηθά 
ζηνηρεία, αιιά θαη γηαηί αξγόηεξα ζα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζαλ ζεηξέο αλαθνξάο . 
 
 
Κεθάλαιο 2  
Δις βάθος ανάλσζη ηης θεφρίας ηοσ τάοσς  
2.1.1 Δύρεζη μακροτρόνιας μνήμης  
 
Με ηνλ όξν καθξνρξόληα κλήκε ελλννύκε ζπλνπηηθά ηελ εμήο   ηδηόηεηα, πνπ έρνπλ 
νξηζκέλεο ρξνλνζεηξέο: ε ηηκή ηεο κεηαβιεηήο γηα κηα νξηζκέλε ρξνληθή ζηηγκή 
πξνζδηνξίδεηαη από ηηο ηηκέο ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο γηα πξνεγνύκελεο 
ηηκέο ηνπ ρξόλνπ, ζε έλα βάζνο ρξόλνπ. Σηελ αλάιπζε ρξνλνζεηξώλ έλα από ηα 
βαζηθά εξσηήκαηα είλαη εάλ ε ζπγθεθξηκέλε ρξνλνζεηξά παξνπζηάδεη καθξνρξόληα 
κλήκε. Απαληήζεηο ζην εξώηεκα απηό ήξζαλ λα δώζνπλ λέεο αξηζκεηηθέο κέζνδνη. 
Δδώ ζα εμεηάζνπκε ηελ Αλάιπζε Καλνληθνπνηεκέλεο Μεηαβιεηόηεηαο (Rescaled 
Range Analysis ,R/S analysis ). Ο θιαζζηθόο ηύπνο (Hurst) ηεο αλάιπζεο έγηλε 
επξύηεξα γλσζηόο ζην επξύ θνηλό από ηηο εξγαζίεο ηνπ Peters. 
Η αλάιπζε απηή επηλνήζεθε από ηνλ πδξνιόγν Harold Edwin Hurst ην 1951, ν 
νπνίνο έθαλε κηα καθξνρξόληα κειέηε ζρεηηθά κε ην ύςνο ησλ λεξώλ ηνπ Νείινπ. Σε 
κηα κεγάιε ρξνλνζεηξά δνπιεύνπκε ρνλδξηθά σο εμήο: ρσξίδνπκε ηε ρξνλνζεηξά ζε 
ππνπεξηόδνπο θαη κεηξάκε ην εύξνο ηεο αζξνηζηηθήο απόθιηζεο γηα θάζε ππνπεξίνδν 
κε ηελ κέζνδν πνπ αλαθέξακε πξνεγνπκέλσο. Η ππνπεξίνδνο πνπ ζα παξνπζηάζεη ην 
κεγαιύηεξν εύξνο ζα είλαη απηή κε ηελ ηζρπξόηεξε ηάζε. 
Όηαλ έρνπκε πνιιέο ρξνλνζεηξέο (ή ππνπεξηόδνπο κηαο ρξνλνζεηξάο ) ηηο νπνίεο 
ζέινπκε λα ζπγθξίλνπκε σο πξνο ην βαζκό καθξνρξόληαο κλήκεο, ηόηε γηα λα 
βγάινπκε ζπγθξίζηκα απνηειέζκαηα ζα πξέπεη λα θάλνπκε κηα αθόκε ζηάζκηζε πνπ 
εμαζθαιίδεη όηη ηα δεδνκέλα όισλ ησλ ρξνλνζεηξώλ είλαη ζπγθξίζηκα ζην κέγεζνο. Η 
θιαζζηθή κέζνδνο είλαη λα δηαηξέζνπκε ην θάζε εύξνο κε ηελ ηππηθή απόθιηζε ηεο 
ππνπεξηόδνπ. Η κέζνδνο απηή ρξεζηκνπνηείηαη ζηα πιαίζηα κηαο ζεκαληηθήο κεζόδνπ 
δηάγλσζεο καθξνρξόληαο κλήκεο πνπ πξνηάζεθε από ην Manderbrot, ζηα ηέιε ηεο 
δεθαεηίαο ηνπ ’60 θαη είλαη γλσζηή κε ην όλνκα R/S. Σηηο παξαιιαγέο δελ δηαηξνύκε 
κε ηελ ηππηθή απόθιηζε αιιά κε αξηζκό θνληά ζηελ ηππηθή απόθιηζε.  
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Σηελ αλάιπζε R/S ηειηθόο ζηόρνο είλαη ε εύξεζε ελόο αξηζκνύ γλσζηνύ σο εθζέηε 
Hurst. Δίλαη έλαο αξηζκόο ζην δηάζηεκα [0,1], πνπ δείρλεη ηελ πηζαλόηεηα κηα 
ρξνλνζεηξά λα ζπλερίζεη ηελ ίδηα πνξεία θαη ζηελ επόκελε πεξίνδν.  
Τν θάζκα ηζρύνο απνηειεί έλαλ άιιν ηξόπν γηα λα ππνινγίζνπκε εάλ ε ππό εμέηαζε 
ρξνλνζεηξά παξνπζηάδεη καθξνρξόληα κλήκε. Θεσξνύκε πσο  ζηε ρξνλνζεηξά 
ππάξρνπλ κηθξνί θαη κεγάινη θύθινη κε κνξθή εκηηόλνπ (ή ζπλεκίηνλνπ). Πξέπεη λα 
δηαθξίλνπκε ηνπο θύθινπο πνπ ζπκβάιινπλ ζε κεγάιν πνζνζηό ζηελ δηαθύκαλζε ηεο 
ρξνλνζεηξάο, θαη λα κελ ιάβνπκε ππόςε απηνύο πνπ ζπκβάιινπλ θαηά κηθξό 
πνζνζηό. Έρνπκε κηα ρξνλνζεηξά κε κέζν όξν 0 θαη ηελ αλαιύνπκε ζε έλα άζξνηζκα 
εκηηόλσλ θαη ζπλεκίηνλσλ. Από κηα ρξνλνζεηξά Ν παξαηεξήζεσλ δηαθξίλνπκε ην 
πνιύ   
   
 
 ζπρλόηεηεο, όπνπ ην h είλαη αθέξαηνο. (Απηό ζεκαίλεη όηη αλ ην Ν είλαη 
δπγόο αξηζκόο από ην h ζα θξαηήζνπκε κόλν ην αθέξαην κέξνο ηνπ). Η 
ρξνλνζεηξά ,ινηπόλ ,αλαιύεηαη ζε  
           
    
 
        
    
 
                                                                      (5) 
Από ηελ παξαπάλσ ζρέζε ζα πξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηνπο ζπληειεζηέο αf  θαη βf. Η 
ζπρλόηεηα  f=1 νλνκάδεηαη ζεκειηώδεο αξκνληθή(fundamental harmonic). Δίλαη ε 
ζπρλόηεηα πνπ ζα ζπλαληήζνπκε κία κόλν θνξά ζε όιε ηελ ρξνλνζεηξά. Η 
ζπρλόηεηα f=2 νλνκάδεηαη δεύηεξε ζπρλόηεηα θαη ζα ηελ ζπλαληήζνπκε 2 θνξέο 
ζηελ ρξνλνζεηξά καο θνθ. Οη ζπληειεζηέο αf θαη βf νλνκάδνληαη ζπληειεζηέο Fourier. 
Οη ζπληειεζηέο αf νλνκάδνληαη ζπληειεζηέο ζπλεκηηόλσλ θαη νη ζπληειεζηέο βf 
νλνκάδνληαη ζπληειεζηέο εκηηόλσλ. Ο ππνινγηζκόο ηνπο δίλεηαη από ηηο αθόινπζεο 
ζρέζεηο  
   
 
 
      
 
        
 
  
                                                                                       (6) 
   
 
 
      
 
        
 
  
                                                                                        (7) 
 
 Από ηνπο ζπληειεζηέο απηνύο κπνξνύκε εύθνια λα ππνινγίζνπκε ηε δηαθύκαλζε 
πνπ πξνέξρεηαη από θάζε ζπλδπαζκό. 
        
    
                                                                                                       (8) 
Τν δηάγξακκα πνπ ζρεκαηίδνπκε από ηνπο ζπλδπαζκνύο  logP(f)-logf έρεη κνξθή 




Δάλ ην θάζκα ηζρύνο παξνπζηάδεη αξλεηηθή θιίζε απνηειεί κηα επηπιένλ έλδεημε 
πηζαλά ρανηηθήο ζπκπεξηθνξάο. Αληίζεηα ε δηαδηθαζία ηνπ ιεπθνύ ζνξύβνπ έρεη ιίγν 
πνιύ νξηδόληην θάζκα ηζρύνο.  
2.1.2 Γσναμικά Σσζηήμαηα 
Σύζηεκα είλαη ε δηάηαμε αιιειεπηδξώλησλ κεξώλ ή αιιηώο έλα ζύλνιν ζηνηρείσλ ζε 
αιιεινπρία, θπξίσο ρξνλνινγηθά ηνπνζεηεκέλα. Τν ελδηαθέξνλ καο ζα επηθεληξσζεί 
ζηα δπλακηθά ζπζηήκαηα. Γπλακηθό ζύζηεκα (dynamical system) είλαη ην ζύζηεκα 
πνπ εμειίζζεηαη κε ην ρξόλν. Σηε ζπλέρεηα κε ηνλ όξν ζύζηεκα ζα αλαθεξόκαζηε ζε 
δπλακηθό ζύζηεκα. 
Κάζε ζύζηεκα δίλεη κηα ή πεξηζζόηεξεο ρξνλνζεηξέο. Οη ρξνλνζεηξέο δεκηνπξγνύληαη 
από ηελ ρξνληθή εμέιημε ησλ κεηαβιεηώλ ηνπ ζπζηήκαηνο. Οη εμηζώζεηο πνπ 
ζπλδένπλ ηηο κεηαβιεηέο ελόο ζπζηήκαηνο κπνξεί λα αληηζηνηρνύλ ζηελ πεξηγξαθή 
ελόο θπζηθνύ, βηνινγηθνύ, ή νηθνλνκηθνύ ππνδείγκαηνο. Σπλήζσο, ην ππόδεηγκα είλαη 
γλσζηό, κπνξεί όκσο λα παξαηεξεζεί ε ρξνληθή εμέιημε (ρξνλνζεηξά) κίαο ή 
πεξηζζνηέξσλ από ηηο κεηαβιεηέο πνπ ην απνηεινύλ. Δκείο ζα επηθεληξσζνύκε ζην 
λα εμάγνπκε ζπκπεξάζκαηα γηα ην ζύζηεκα παξαηεξώληαο κόλν ηε κηα ρξνλνζεηξά 
από όζεο είλαη ηθαλό λα καο δώζεη.  
Τα ζπζηήκαηα ρσξίδνληαη ζε δύν βαζηθέο θαηεγνξίεο αλάινγα κε ην εάλ ράλνπλ ε 
όρη ελέξγεηα. Τα διαηηρηηικά (ή ζπληεξεηηθά) ζηα νπνία παξαηεξείηαη πσο δελ 
έρνπλ απόζβεζε, δειαδή δελ ράλνπλ ελέξγεηα κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ. Τα 
ζπζηήκαηα κε απώλειες (ή θαηαλαιίζθνληα )ζηα νπνία παξαηεξείηαη πσο έρνπλ 
απόζβεζε θαη ζπλεπώο ράλνπλ ελέξγεηα κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ, ελώ 
αζπκπησηηθά πέθηνπλ πάλσ ζηνλ ειθπζηή πνπ δεκηνπξγείηαη. Τα ζπζηήκαηα απηά 
απνηεινύλ ηε ζπλεζέζηεξε πεξίπησζε θαη ζα καο απαζρνιήζνπλ ζηε ζπλέρεηα.  
Τα ζπζηήκαηα αλάινγα κε ην αλ παξνπζηάδνπλ ζπλερείο ή δηαθξηηέο δηαδηθαζίεο 
ζηελ εμέιημε ηνπο δηαθξίλνληαη ζε δύν θαηεγνξίεο : 
1. Τα ζπλερή ζπζηήκαηα. Σηα ζπζηήκαηα απηά θάζε κεηαβιεηή ζεσξείηαη 
ζπλερήο ζπλάξηεζε ηνπ ρξόλνπ. Οη ρξνλνζεηξέο ησλ ζπζηεκάησλ απηώλ 
κεηξνύληαη κε κηθξό ρξνληθό βήκα. Δπίζεο, έρνπκε ην δηθαίσκα λα 
απμνκεηώζνπκε ηε ζπρλόηεηα δεηγκαηνιεςίαο. Τα ππνδείγκαηα πνπ 
θηηάρλνπκε γηα ηα ζπζηήκαηα απηά απνηεινύληαη από δηαθνξηθέο εμηζώζεηο. 
Τν ζύλνιν ησλ δηαθνξηθώλ εμηζώζεσλ πνπ απαξηίδνπλ έλα ζπλερέο 
ζύζηεκα νξίδεη κηα ξνή ζην ρώξν ησλ θάζεσλ. Παξάδεηγκα ξνήο είλαη ε 
κεηαβνιή πίεζεο θαη ζεξκνθξαζίαο κέζα ζε έλα δσκάηην, ε ξνή ησλ 
πνηακώλ θ.α. Τα δύν απηά κεγέζε κεηαβάιινληαη θαη αιιειεπηδξνύλ ζε 
ζπλερή ρξόλν.  
2. Τα δηαθξηηά ζπζηήκαηα. Σηα ζπζηήκαηα απηά νη κεηαβιεηέο κεηξνύληαη ζε 
ζπγθεθξηκέλεο ρξνληθέο ζηηγκέο θαη ελδηάκεζα από δύν κεηξήζεηο δελ είλαη 
γλσζηή ε εμέιημε ησλ κεγεζώλ. Τα ππνδείγκαηα πνπ θηηάρλνπκε από απηά 
απνηεινύληαη από εμηζώζεηο δηαθνξώλ. Απηέο ιύλνληαη κε 
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επαλαιήςεηο(iterations). Σπλήζσο, ηα θαηλόκελα ζηα νπνία αλαθέξνληαη ηα 
δηαθξηηά ζπζηήκαηα είλαη ζπλερή. Παξαδείγκαηα απνηεινύλ νη ζεηζκνί, νη 
θαηαηγίδεο θαη νη εθαηζηεηαθέο εθξήμεηο. 
Έλαο από ηνπο θαιύηεξνπο ηξόπνπο λα θαηαλνήζνπκε ηα δπλακηθά ζπζηήκαηα είλαη 
λα ηα παξαζηήζνπκε νπηηθά. Γηα λα γίλεη απηό πξέπεη λα θάλνπκε ηελ γξαθηθή ηνπο 
παξάζηαζε. Ο ρώξνο ησλ θάζεσλ (phase space) είλαη ν καζεκαηηθόο ρώξνο ηνπ 
νπνίνπ νη ζπληεηαγκέλεο είλαη αλεμάξηεηεο κεηαβιεηέο πνπ ρξεηάδνληαη γηα λα 
θαζνξίζνπλ ηε θάζε ηνπ δπλακηθνύ ζπζηήκαηνο θάζε ρξνληθή ζηηγκή.  
Σαλ ζπκπιήξσκα ζην ζπλεζηζκέλν πισηάξηζκα ησλ ρξνλνζεηξώλ, ην πισηάξηζκα 
ζησλ ρώξν ησλ θάζεσλ παξέρεη κηα δηαθνξεηηθή νπηηθή ηεο εμέιημεο ηνπ 
ζπζηήκαηνο. Δπίζεο όηαλ έρνπκε ρξνλνζεηξέο κε πνιιά δεδνκέλα ηα νπνία είλαη 
δύζθνιν λα παξαζηαζνύλ ζην απιό δηάγξακκα ρξόλνπ, ζην ρώξν ησλ θάζεσλ 
κπνξνύλ λα παξαζηαζνύλ πην εύθνια. Τέινο κε ην πισηάξηζκα ησλ ηηκώλ ζην ρώξν 
ησλ θάζεσλ κπνξεί λα καο δώζεη πνιύ δηαθνξεηηθέο δνκέο από απηέο πνπ 
ζπλαληάκε ζην απιό πισηάξηζκα. 
Ο ελκσζηής  
Πηζαλόηαηα ε πην βαζηθή έλλνηα ζηελ ρανηηθή αλάιπζε είλαη απηή ηνπ ειθπζηή 
(attractor). Ο ειθπζηήο είλαη έλα ζύλνιν ζεκείσλ ζην ρώξν ησλ θάζεσλ, πξνο ην 
νπνίν ηείλνπλ αζπκπησηηθά ζην ρξόλν νη ηξνρηέο γηα έλα εύξνο αξρηθώλ ζπλζεθώλ. 
Σηνλ ρώξν ησλ θάζεσλ ν ειθπζηήο δείρλεη ηελ καθξνρξόληα ζπκπεξηθνξά ηνπ 
ζπζηήκαηνο. Ο ειθπζηήο θαίλεηαη ζην ζύζηεκα αθνύ απηό ζηαζεξνπνηεζεί θαη 
αξρίζεη λα επαλαιακβάλεη θάπνηα ζπκπεξηθνξά. Σπλεπώο, νη αξρηθέο ζπλζήθεο θαη ε 
ζπκπεξηθνξά ζηηο πξώηεο επαλαιήςεηο δε ζπκπεξηιακβάλνληαη ζηνλ ειθπζηή. Ο 
ειθπζηήο είλαη θαηά κηα έλλνηα έλα πεξηιεπηηθό καζεκαηηθό αληηθείκελν, πνπ 








Στήμα 10: Έρνπκε δύν ζθαίξεο  ηελ Α θαη ηελ Β. Οη αξρηθέο ζέζεηο ησλ ζθαηξώλ 
απηώλ είλαη νη αξρηθέο ζπλζήθεο ηνπ ζπζηήκαηνο. Σηελ πάλσ εηθόλα βιέπνπκε πσο 
απηέο νη ζθαίξεο βξίζθνληαη κέζα ζηελ ιεθάλε έιμεο Λ. Η ιεθάλε έιμεο είλαη όιεο νη 
δπλαηέο ζέζεηο πνπ ζα νδεγήζνπλ ηηο ζθαίξεο ζηε ιαθθνύβα Δ. Έμσ από ηελ ιεθάλε 
έιμεο νη ζθαίξεο ζα νδεγεζνύλ ζε ζέζεηο καθξηά από ηελ ιαθθνύβα. Η ιαθθνύβα ζην 
έδαθνο δξα σο ειθπζηήο γηα ηηο δύν ζθαίξεο, δειαδή έιθεη όιεο ηηο αξρηθέο ζπλζήθεο νη 
νπνίεο αλήθνπλ ζηελ ιεθάλε έιμεο. Σηελ θάησ εηθόλα βιέπνπκε ζε έλα ζύζηεκα 
ζπληεηαγκέλσλ. Έρνπκε ζρεδηάζεη ηελ πξνβνιή ηεο θίλεζε ησλ δύν ζθαηξώλ κέρξη λα 
θαηαιήμνπλ ζηε ιαθθνύβα-ειθπζηή. Παξαηεξνύκε επίζεο ην γεσκεηξηθό ηόπν ησλ 
ζεκείσλ ηεο ιεθάλεο έιμεο. 
Αο δνύκε ζηελ πξαγκαηηθόηεηα πσο δνπιεύεη ε παξαπάλσ έλλνηα. Σθάβνπκε κηα 
ιαθθνύβα ζην έδαθνο όπσο δείρλεη ζρήκα 10 πάλσ. Από δύν θνληηλέο πεξηνρέο ηεο 
ιαθθνύβαο απηήο αθήλνπκε λα θπιήζνπλ δύν ζθαίξεο, ε Α θαη ε Β. Τν ζύζηεκα 
απηό είλαη έλα ζύζηεκα κε απώιεηεο αθνύ ην κήθνο κεηαμύ ησλ δύν ζθαηξώλ ηειηθά 
ζα κεδεληζηεί. Τν ζύζηεκα είλαη ζπλερέο αθνύ νη ζθαίξεο θπινύλ ζε ζπλερή ρξόλν. 
Καη νη δύν ζθαίξεο ζα θαηαιήμνπλ ζην βαζύηεξν ζεκείν ηεο ιαθθνύβαο. Τα 
αληίζηνηρα βέιε Α θαη Β δείρλνπλ ηελ πνξεία πνπ ζα αθνινπζήζνπλ νη δύν ζθαίξεο 
κέρξη λα ζηαζεξνπνηήζνπλ ηελ ζπκπεξηθνξά ηνπο ζην βάζνο ηεο ιαθθνύβαο. Η 
ζηαζεξνπνίεζε ηεο ζπκπεξηθνξάο ζε απηή ηελ πεξίπησζε είλαη ε αθηλεζία ζηελ 
πάξνδν ηνπ ρξόλνπ. Ο ειθπζηήο (Δ) ζε απηήλ ηελ πεξίπησζε είλαη ε ιαθθνύβα. Η 
πεξηθέξεηα Λ νλνκάδεηαη ιεθάλε έιμεο. Η ιεθάλε έιμεο (basin of attraction) ελόο 
ειθπζηή είλαη ην ζύλνιν αξρηθώλ ζπλζεθώλ πνπ ε εμέιημή ηνπο νδεγεί ζηνλ ειθπζηή. 
Πέξα από ηε ιεθάλε έιμεο ην ζύζηεκα κπνξεί λα θαηεπζπλζεί ζε άιιν ειθπζηή ή λα 
θύγεη ζην   . Σην ζρήκα 10 ζην θάησ βιέπνπκε ηελ πξνβνιή ηεο εμέιημεο ζε έλα 
δηζδηάζηαην δηάγξακκα. Δπεηδή ε έιμε γίλεηαη από έλα ζεκείν ν ειθπζηήο απηόο 
νλνκάδεηαη ειθπζηήο ζεκείνπ(fixed-point attractor). Δίλαη ε πην απιή κνξθή ειθπζηή. 






Οι ηύποι  ηφν ελκσζηών 
Γηα λα κελ ράλνπκε ηελ επαθή καο κε ηηο ρξνλνζεηξέο, ζηελ πεξηγξαθή ησλ 
ειθπζηώλ καδί κε ηελ εηθόλα ηνπ ειθπζηή δίλνπκε θαη ηελ εηθόλα ηεο ρξνλνζεηξάο 
πνπ έδσζε ηνλ ειθπζηή. 
Όινη νη ειθπζηέο ρσξίδνληαη ζε ταοηικούς θαη μη ταοηικούς. Οη κε ρανηηθνί 
ειθπζηέο είλαη 3 ηύπσλ, ειθπζηέο ζεκείνπ, πεξηνδηθνί ειθπζηέο, θαη νη ηνξνεηδείο 
ειθπζηέο. Οη κε ρανηηθνί ειθπζηέο απνηεινύληαη από θαλνληθέο, πξνβιέςηκεο 
ηξνρηέο. Πξνβιέςεηο καθξνρξόληαο εμέιημεο ή επαλαιεπηηθήο ζπκπεξηθνξάο κπνξεί 
λα είλαη αξθεηά αθξηβήο, ζε αξθεηά καθξή δηάζηεκα ζην κέιινλ. Γπν γεηηνληθέο 
ηξνρηέο κόιηο βξεζνύλ πάλσ ζηνλ ειθπζηή, κέλνπλ ζε θνληηλή απόζηαζε κεηαμύ ηνπο, 
θαζώο εμειίζζνληαη ζην ρξόλν. Οη ρανηηθνί ειθπζηέο, αλαπηύζνπλ πνιιά 
ελδηαθέξνληα θαη ζύλζεηα ζρήκαηα ζησλ ρώξν ησλ θάζεσλ. Γελ κπνξείο λα 
πξνβιέςεηο ηελ καθξνρξόληα εμέιημε απηώλ ησλ ειθπζηώλ κε αμηνπηζηία. Πεξηέξγσο, 
νη πεξηνδηθνί ειθπζηέο παξνπζηάδνληαη όρη κόλν ζε κε ρανηηθνύο ηνκείο αιιά θαη 
εθεί πνπ παξνπζηάδεηαη ράνο.  
1. Διθπζηήο ζεκείνπ: ηα ζεκεία ζην ρώξν ησλ θάζεσλ έιθνληαη από έλα ζεκείν 
ηνπ (ζρήκα 11). Δίλαη ν απινύζηεξνο ηύπνο ειθπζηή, ν νπνίνο είλαη έλα 
ζπγθεθξηκέλν ζεκείν ζηνλ ρώξν ησλ θάζεσλ. Αληηπξνζσπεύεη όια ηα 
ζπζηήκαηα ηα νπνία θαηαιήγνπλ ζε θαηάζηαζε μεθνύξαζεο κε ηελ πάξνδν 
ηνπ ρξόλνπ ( Crutchfield et al, 1986) ή ηα νπνία εμειίζζνληαη ζε κηα 
θαηάζηαζε πνπ δελ αιιάδεη κε ηνλ ρξόλν. Μόιηο ε ζηαζεξή θαηάζηαζε 
επηηεπρζεί, ν ειθπζηήο ζεκείνπ είλαη αλεμάξηεηνο ηνπ ρξόλνπ. Σην ρώξν ησλ 
θάζεσλ είλαη πιένλ ζηαηηθό. Οη ειθπζηέο ζεκείνπ πεξηιακβάλνπλ 2 
κεηαβιεηέο, επνκέλσο ν ρώξνο ησλ θάζεσλ είλαη δηζδηάζηαηνο. Δληνύηνηο, ν 
ειθπζηήο έρεη δηάζηαζε κεδέλ, επεηδή είλαη έλα ζεκείν. 
 
Στήμα 11: Διθπζηήο ζεκείνπ 
 
Μπνξνύκε εύθνια λα θαληαζηνύκε έλα ηέηνην ζύζηεκα: έλα εθθξεκέο πνπ ην 
εθηξέπνπκε θαη ηειηθά εξεκεί. Έλα ζύζηεκα ινηπόλ πνπ ην εθηξέπνπκε ελώ 




2. Διθπζηήο νξηαθνύ θύθινπ (limit circle attractor)ή πεξηνδηθόο ειθπζηήο: ηα 
ζεκεία ζην ρώξν ησλ θάζεσλ έιθνληαη από έλα θύθιν (Σρήκα 12). Δίλαη ν 





Στήμα 12: Διθπζηήο νξηαθνύ θύθινπ 
Ο θύθινο πνπ ζρεκαηίδεηαη έρεη πεξίνδν ίζε κε ηνλ αξηζκό ησλ επαλαιήςεσλ 
πνπ ρξεηάδεηαη γηα λα εθηειέζεη κηα πιήξε πεξηζηξνθή. 
Απνηειείηαη από δύν ή πεξηζζόηεξεο ηηκέο νη νπνίεο επαλαιακβάλνληαη κε ηελ 
ίδηα ζεηξά. Έλα θαιό παξάδεηγκα είλαη έλαο νπνηνζδήπνηε ειθπζηήο ηεο πεξηνρήο 
δηπιαζηαζκνύ πεξηόδνπ ηεο ινγηζηηθήο ζπλάξηεζεο. Παξαηεξνύκε ηέηνηνπ ηύπνπ 
ειθπζηέο  επίζεο ζην ξνιόη κε εθθξεκέο. Η δπλακηθή ελέξγεηα είλαη 
ζπζζσξεπκέλε ζην ειαηήξην ηνπ ξνινγηνύ αλαπιεξώλεη ηελ απώιεηα από ηηο 
ηξηβέο θαηά ηελ θίλεζε ησλ γξαλαδηώλ. Σηνλ κεηξνλόκν πνπ ρξεζηκνπνηνύλ νη 
κνπζηθνί ζπκβαίλεη θάηη αλάινγν κε ην ξνιόη, ε ελέξγεηα από ην θνύξδηζκα 
αλαπιεξώλεη ηελ απώιεηα από ηηο ηξηβέο.  
3. Διθπζηήο δύν πεξηόδσλ ή ηνξνεηδήο ειθπζηήο (toroid attractor): ηα ζεκεία 
ζην ρώξν ησλ θάζεσλ έιθνληαη από έλα ζρήκα πνπ κνηάδεη κε δύν θύθινπο, ν 
έλαο πάλσ ζηνλ άιιν(εηθόλα 5). Ο ηόξνο νξίδεηαη σο ην θαξηεζηαλό γηλόκελν 
2 θύθισλ. (Ν-ηόξνο νλνκάδεηαη ην θαξηεζηαλό γηλόκελν Ν θύθισλ .)Δίλαη ν 




Στήμα 13: ηνξνεηδήο ειθπζηήο 
Θα δνύκε ηώξα ηη γίλεηαη όηαλ πξνζζέζνπκε ζε κηα ρξνλνζεηξά κηαο πεξηόδνπ 
κηα ρξνλνζεηξά κε δηαθνξεηηθή πεξίνδν. Σην ρώξν ησλ θάζεσλ ζα δνύκε έλα 
ζρήκα πνπ επαλαιακβάλεηαη πεξηνδηθά θαη επηπιένλ κέζα ηνπ πεξηέρεη δύν 
πεξηόδνπο. Σαλ παξάδεηγκα ηέηνηαο ζπκπεξηθνξάο κπνξνύκε λα θέξνπκε ηε 
δηαθύκαλζε ηεο ζεξκνθξαζίαο ζε έλα ζπγθεθξηκέλν ηόπν. Αο ππνζέζνπκε όηη νη 
δηαθπκάλζεηο απηέο εμαξηώληαη κόλν από δύν παξάγνληεο: ηελ επνρή θαη ηελ ώξα 
ηεο εκέξαο. Η επνρή επεξεάδεη σο εμήο: ην θαινθαίξη αλεβαίλεη ε ζεξκνθξαζία 
θαη ην ρεηκώλα πέθηεη. Η ώξα ηεο εκέξαο επεξεάδεη σο εμήο: ηηο πξσηλέο ώξεο ν 
ήιηνο ζεξκαίλεη ηελ αηκόζθαηξα άξα αλεβαίλεη ε ζεξκνθξαζία ελώ ηε λύρηα ε 
ζεξκνθξαζία πέθηεη. Μπνξνύκε εύθνια λα θαληαζηνύκε κηα ηέηνηα ρξνλνζεηξά 
ζε καθξνρξόληα εμέιημε. Μεγάινη θύθινη μερσξίδνπλ θαζαξά(επνρηθόηεηα ,ελώ 
πάλσ ηνπο μερσξίδνπλ κηθξέο πεξηνδηθόηεηεο (ώξα ηεο εκέξαο ). Σπλεπώο, αλ 
αθαηξέζνπκε από ηε ρξνλνζεηξά ηελ κεγάιε πεξίνδν ηα θαηάινηπα ζα είλαη κόλν 
ε κηθξή πεξίνδνο. Αληίζηξνθα ,αλ από ηε ρξνλνζεηξά αθαηξέζνπκε ηε κηθξή 
πεξίνδν ηα θαηάινηπα ζα είλαη ε κεγάιε πεξίνδνο. 
4. Φανηηθό (ή παξάμελν) ειθπζηή(chaotic attractor): ηα ζεκεία ζην ρώξν ησλ 
θάζεσλ έιθνληαη από έλα αξθεηά παξάμελν αληηθείκελν, δειαδή δελ έρεη έλα 
ζπγθεθξηκέλν ζρήκα ζαλ απηά πνπ γλσξίδνπκε (ζρήκα 14). Παξάιιεια ,δελ 
είλαη θαη έλα ζύλλεθν από ηζνθαηαλεκεκέλα ζεκεία. Ο ρανηηθόο ειθπζηήο 
είλαη κηα πεξίπινθε επηθάλεηα ζησλ ρώξν ησλ θάζεσλ ζηελ νπνία ε ηξνρηά 





Στήμα 14: Χανηηθόο ειθπζηήο 
 
Τα ραξαθηεξηζηηθά ηνπ παξάμελνπ ειθπζηή είλαη ηα εμήο:  
 Μηα ηξνρηά κέζα ζηελ ρανηηθή πεξηνρή είλαη ζπλήζσο πην πεξίπινθε από έλα 
απιό επαλαιακβαλόκελν βξόρν. Γηα θάπνηεο ηηκέο παξακέηξσλ ειέγρνπ, ε 
ηξνρηά δελ επαλαιακβάλεηαη δειαδή είλαη απεξηνδηθή ε κε πεξηνδηθή. Πνιιέο 
άιιεο ηηκέο ησλ παξακέηξσλ θαίλεηαη λα δίλνπλ πεξηνδηθέο ηξνρηέο κε κεγάιε 
πεξηνδηθόηεηα. Σηελ πξάμε είλαη δύζθνιν λα μερσξίζεηο ηξνρηέο κε κεγάιε 
πεξηνδηθόηεηα από ηηο κε πεξηνδηθέο. Η θπξίαξρε πεξηνδηθόηεηα, αλ ππάξρεη, 
ηνπ παξάμελνπ ειθπζηή θαζνξίδεηαη από ηε κειέηε ηνπ θάζκαηνο ησλ 
ζπρλνηήησλ ηνπ. 
 Οη ηξνρηέο ζηνλ ρανηηθό ειθπζηή δελ δηαζηαπξώλνληαη. Δάλ 
δηαζηαπξώλνληαλ, ηόηε ην ζύζηεκα ζα ζπκπεξηθεξόηαλ κε πνιινύο 
δηαθνξεηηθνύο ηξόπνπο νπόηε νη ζπλζήθεο ζηελ δηαζηαύξσζε 
μαλαπξαγκαηνπνηώληνπζαλ. 
 Γύν ηξνρηέο νη νπνίεο θάπνηα ζηηγκή είλαη θνληά απνθιίλνπλ θαη ηειηθά 
αθνινπζνύλ πνιύ δηαθνξεηηθά κνλνπάηηα. Απηό νθείιεηαη ζηελ επαηζζεζία 
ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο. Απηή ε απόθιηζε ησλ ηξνρηώλ θαιείηαη από ηνπο 
ηνπνιόγνπο σο ηέλησκα. 
 Τν κνλνπάηη κηαο ρανηηθήο ηξνρηάο ζηνλ ρώξν ησλ θάζεσλ παξνπζηάδεη ην 
ραξαθηεξηζηηθό ηνπ δηπιώκαηνο. Απηό πξαγκαηνπνηείηαη όηαλ ε ηξνρηά 
θηάζεη ζηα όξηα ηνπ ρώξνπ ησλ θάζεσλ (ζηα όξηα κηαο ή πεξηζζνηέξσλ 
κεηαβιεηώλ) θαη αλαθιάηαη ζην πισηαξηζκέλν ηεο ζρέδην. 
 Έλαο ρανηηθόο ειθπζηήο έρεη πνιύπινθε, πνιιώλ ζηξώζεσλ εζσηεξηθή δνκή. 
Η δνκή απηή είλαη ζπλήζσο θιαζκαηηθή. 
 Η δηάζηαζε ηνπ ρανηηθνύ ειθπζηή δελ ρξεηάδεηαη λα είλαη αθέξαηα. Η κε 
αθέξαηα θαη ζπλήζσο θιαζκαηηθή θύζε ησλ ρανηηθώλ ειθπζηώλ νδεγείζαη 
ηνλ Mandelbrot(1983:197) λα ζπληζηά λα νλνκάδνπκε ηνπο εθιπζηέο απηνύο 
θιαζκαηηθνύο ειθπζηέο. 
 Με θαλνληθή θαηαλνκή ζπρλνηήησλ. Τν ζύζηεκα πξνζεγγίδνληαο ηνλ 
ειθπζηή αθνινπζεί ζπγθεθξηκέλεο ηξνρηέο θαη δελ πεξηθέξεηαη εληειώο 
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ηπραία. Αθνύ κε ηελ πάξνδν ηνπ ρξόλνπ ην ζύζηεκα ηείλεη λα αγγίμεη ηνλ 
ειθπζηή, ε θαηαλνκή ζπρλνηήησλ ηείλεη ζε θάπνηα ζπγθεθξηκέλε θαηαλνκή. 
   
2.1.3 Η εμβύθιζη ζαν ένα μέζο ανάλσζης ηφν ταοηικών τρονοζειρών. 
 
Οη (Ruelle,81) θαη (Takens,81) πξώηνη πεξηέγξαςαλ κηα απιή κέζνδν γηα λα 
αλαιύνπλ ηηο ρξνλνζεηξέο πνπ ηελ νλόκαζαλ εκβύζηζε  ησλ ρξνλνζεηξώλ. Μπνξεί λα 
παξνπζηαζηεί απιά παξαηεξώληαο ηηο ζπλέπεηεο ηνπ πινηαξίζκαηνο δεπγαξηώλ 
ζεκείσλ Xt θαη Xt+1 θαη γηα ηελ ινγηζηηθή  ζπλάξηεζε θαη γηα ηελ Tent map όπσο 
θαίλεηαη ζην παξαθάησ ζρήκα. 
 
 
Στήμα 15: Δκβπζηζκέλε παξάζηαζε ηεο tent map 
 
Οη παξαπάλσ γξαθηθέο παξαζηάζεηο δείρλνπλ όηη θαη ζηηο δπν πεξηπηώζεηο ηα 
πινηαξηζκέλα δεύγε ζεκείσλ από ηηο ρξνλνζεηξέο δεκηνύξγεζαλ  αλαγλσξίζηκεο 
παηέληεο. Αλ καο δίλεηαη ην Xt κπνξνύκε λα θάλνπκε κηα πνιύ θαιή εθηίκεζε ηνπ 
Xt+1 κε παξεκβνιή. Απηή ε αξρή επεθηείλεηαη ζε πνιιαπιέο δηαζηάζεηο θαη γεληθά 
κπνξεί λα γξαθεί σο εμήο : 
 
Xt=Xt,Xd+t,X2d+t,X3d+t,…,Xnd+t                                                                                   (9) 
 




Ο Takens (takens,81) έδεμε όηη αύηε ε αξρή γεληθεύεηαη θαη όηη εκβπζίδνληαο ζσζηά 
ηελ ρανηηθή ρξνλνζεηξά κηα νκαιή ζπλάξηεζε ηελ κνληεινπνηεί ηέιεηα. Καη νη δπν 
όκσο, ε δηάζηαζε εκβύζηζεο θαη ε νκαιή ζπλάξηεζε πξέπεη λα βξεζνύλ εκπεηξηθά. 
 
2.2 Οι βαζικές μεηρήζεις ηης θεφρίας ηοσ τάοσς  
 
2.2.1 Ο εκθέηης Lyapunov 
Έλα από ηα ραξαθηεξηζηηθά ησλ ρανηηθώλ ζπζηεκάησλ πνπ παίδνπλ πνιύ ζεκαληηθό 
ξόιν είλαη ε επαηζζεζία ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο. Έλαο εθζέηεο Lyapunov είλαη έλαο 
αξηζκόο πνπ πεξηγξάθεη ηελ δπλακηθή ηεο εμέιημεο ησλ ηξνρηώλ. Οη ηηκέο πνπ πέξλεη 
κπνξεί λα είλαη αξλεηηθέο, κεδέλ, ή ζεηηθέο. Αξλεηηθέο ηηκέο ζεκαίλνπλ όηη δύν 
γεηηνληθέο ηξνρηέο πιεζηάδνπλ ε κηα ζηελ άιιε. Θεηηθνί εθζέηεο, από ηελ άιιε κεξηά, 
ζεκαίλνπλ πσο δύν γεηηνληθέο ηξνρηέο απνθιίλνπλ ε κηα από ηελ άιιε θαη 
παξνπζηάδνληαη ζηηο πεξηνρέο πνπ παξαηεξείηαη ράνο. Θεηηθόο εθζέηεο Lyapunov 
είλαη έλδεημε ράνπο. Έλαο ζεηηθόο εθζέηεο Lyapunov πνζνηηθνπνηεί ηελ εμάξηεζε 
επαηζζεζίαο ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο δείρλνληαο ηνλ κέζν όξν ζηνλ νπνίν δπν 
γεηηνληθά ζεκεία ρσξίδνληαη ζην ρξόλν. ε ηηκή 0 ηνπ εθζέηε Lyapunov είλαη 
ραξαθηεξηζηηθό θπθιηθήο ζπκπεξηθνξάο. Θεσξείηαη πσο ην ζύζηεκα καο 
παξνπζηάδεη ρανηηθή ζπκπεξηθνξά αλ απηό ην ραξαθηεξηζηηθό κπνξεί λα αληρλεπηεί 
ζε απηό(Wolf, 85). Η ζηάληαξ κέζνδνο αλίρλεπζεο απηνύ ηνπ ραξαθηεξηζηηθνύ είλαη 






Στήμα 16: Χαξαθηεξηζηηθή απόθιηζε ζην ρξόλν 2 γεηηνληθώλ ηξνρηώλ ηνπ ειθπζηή 
Σην παξαπάλσ ζρήκα βιέπνπκε 2 γεηηνληθέο ηξνρηέο ηνπ ειθπζηή θαη ηελ 
ραξαθηεξηζηηθή απόθιηζε ζην ρξόλν πνπ ζρεηίδεηαη κε ην ράνο . 
Οη ηξνρηέο ζηνλ ειθπζηή είλαη εκβπζηζκέλεο ζε έλα πνιπδηάζηαην ρώξν, επνκέλσο ε 
απόθιηζε είλαη θαιά παξνπζηαζκέλε ζαλ ηελ δηαθνξά κεηαμύ 2 n-tuples. Ο 
θπξίαξρνο κέζνο εθζέηεο Lyapunov θαζνξίδεηαη σο : 
 
      
  
    
  
    
   
                                                                                                     (10) 
 Όπνπ ην n  δείρλεη ηνλ αξηζκό ησλ δεγκάησλ θαη ην l ηελ επθιείδεηα απόζηαζε 
κεηαμύ ησλ ηξνρηώλ θαη ησλ θνληηλόηαησλ γεηηόλσλ. 
Με έλα πνιύ κεγάιν αξηζκό  από δεδνκέλα ε ππθλόηεηα ησλ ζεκείσλ ζε κηα πεξηνρή 
ηνπ ειθπζηή ζα επηηξέςεη ηνλ ππνινγηζκό ησλ ηνπηθώλ  εθζεηώλ  Lyapunov. Έλα 
παξάδεηγκα ηνπ παξαπάλσ είλαη ν ειθπζηήο  ελόο εκηηνλνεηδνύο ζπζηήκαηνο όπσο 
είλαη έλα  δηεγεξκέλν εθθξεκέο πνπ είλαη έλαο θύθινο. Ο θπξίαξρνο εθζέηεο 
Lyapunov επεηδή ππνινγίδεη ηνπο κέζνπο όξνπο ηνλ ζπγθιίζεσλ θαη ησλ απνθιίζεσλ 
ζε πνιιά ζεκεία  ζε όιν ηνλ ειθπζηή, είλαη κηα ζθαηξηθή πνζόηεηα θαη όρη ηνπηθή. 
Απηό κπνξνύκε λα ην κεηαθξάζνπκε κε ηξείο ηξόπνπο. 
 Σε n δηαζηάζεηο , ν L πνζνηηθνπνηεί, ζε έλα κόλν αξηζκό, ηνλ κέζν όξν θαηά 
ηνλ νπνίν αλαπηύζζεηαη ε δηάζηαζε κε ηελ κεγαιύηεξε αλάπηπμε ζησλ ρώξν 
ησλ θάζεσλ. 
 Πνζνηηθνπνηεί ηελ κέζε πξνβιεςηκόηεηα πάλσ ζηνλ ειθπζηή. 
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 Δπεηδή νη θνληηλέο ηξνρηέο αληηπξνζσπεύνπλ αιιαγέο ζηηο αξρηθέο ζπλζήθεο 
ελόο ζπζηήκαηνο, ν L απνηειεί ηελ κέηξεζε ηνπ πόζν επαίζζεην είλαη ην 
ζύζηεκα ζε κηθξέο αιιαγέο ή δηαηαξαρέο. 
 
2.2.2 Ο εκθέηης Hurst 
Ο H.E. Hurst (Hurst,65) είλαη ππεύζπλνο γηα κηα κέηξεζε πξνβιεςηκόηεηαο ησλ 
ρξνλνζεηξώλ πνπ παξνπζηάδεη ελδηαθέξνληα ραξαθηεξηζηηθά. Ο εθζέηεο πεγάδεη από 
ηελ ρξήζε ηεο αλάιπζεο R/S. Όπνπ R/S(rescaled range) είλαη κηα κέζνδνο πνπ 
αλαπηύρζεθε από ηνλ Hurst γηα λα θαζνξηζηνύλ ηα καθξνρξόληαο κλήκεο 
απνηειέζκαηα θαη ε Brownian θιαζκαηηθή θίλεζε. Η αλάιπζε R/S κεηξάεη πόζε 
απόζηαζε δηαλύεη έλα ζσκαηίδην απμάλεη θαζώο θνηηάεη ζε κεγαιύηεξεο θαη 
κεγαιύηεξεο ρξνληθέο θιίκαθεο.  Γνζείζαο κηαο ρξνλνζεηξάο Φ πνπ πεξηέρεη έλα 
αξηζκό ζεκείσλ, n, θαη δηαιέγνληαο έλα αθέξαην δηαηξέηε p, όπνπ γηα επθνιία 
        , ηα  δεδνκέλα κπνξνύλ λα δηαρσξηζηνύλ ζε n/p κπινθο . 
Γηα θάζε κπινθ ε κέζε ηηκή ππνινγίδεηαη, κεηά ε κέγηζηε εκβέιεηα ηνπ θάζε κπινθ 
θαη ε ζηάληαξ απόθιηζε ηνπ θαζελόο. Η ηηκή (εκβέιεηα)/(ζηάληαξ απόθιηζε) 
ππνινγίδεηαη γηα θάζε κπινθ θαη ν κέζνο όξνο ζε όια ηα κπινθ. Απηή ε κέζε ηηκή rs  
ζρεηίδεηαη κε ηνλ εθζέηε Hurst κε ηελ αθόινπζε θόξκνπια. 
    
 
 
                                                                                                                     (11) 
Όπνπ H είλαη ν εθζέηεο Hurst. Πξνθεηκέλνπ λα απνθηήζνπκε κηα πην αμηόπηζηε 
εθηίκεζε ηεο ηηκήο ηνπ rs ππνινγίδεηαη γηα όιεο ηηο πηζαλέο ηηκέο ηνπ p, θαη ηα 
απνηειέζκαηα εηζάγνληαη θαη γξακκηθή νπηζζνδξόκεζε πξαγκαηνπνηείηαη ζε απηά. 
Δίλαη ε θιίζε ηεο νπηζζνδξόκεζεο πνπ ρξεζηκνπνηείηαη ζαλ ν εθζέηεο Hurst. 
Ο εθζέηεο Hurst παίξλεη ηηκέο κεηαμύ 0 θαη 1. Η ηηκή 0.5 καο δείρλεη όηη πξόθεηηαη γηα 
πξαγκαηηθά ηπραίν πεξίπαην. Δάλ ε ηηκή είλαη 0.5<H<1 καο δείρλεη κηα επίκνλε 
ζπκπεξηθνξά, πνπ ζεκαίλεη πσο θάπνηνο κπνξεί λα πεξηκέλεη κε απμαλόκελε 
ζηγνπξηά θαζώο ε ηηκή ηνπ εθζέηε ηείλεη ζην 1 όηη νπνηαδήπνηε πνξεία αιιαγήο 
ππάξρεη ηώξα ζα ζπλερίζεη λα είλαη απηή. Μηα επζεία γξακκή κε κεδεληθή θιίζε ζα 
είρε εθζέηε Hurst 1. Παξόκνηα νη ηηκέο 0<H<0.5 δείρλνπλ αληηεπίκνλε ζπκπεξηθνξά, 
ζηελ νπνία κπνξεί θάπνηνο λα πεξηκέλεη όηη νπνηαδήπνηε θαηεύζπλζε αιιαγήο είλαη 
παξνύζα είλαη απίζαλν λα ζπλερηζηεί. Σην όξην 0 νη ρξνλνζεηξέο πξέπεη λα αιιάδνπλ 
θαηεύζπλζε ζε θάζε δείγκα. Απηό δίλεη έλα ζηνηρείν γηα ηελ ζρέζε κεηαμύ κηαο 
δηεπθξίληζεο ηεο δηάζηαζεο fractal θαη ηνπ εθζέηε Hurst. 
                                                                                                                      (12) 
 Δπνκέλσο εθζέηεο Hurst 1 δίλεη δηάζηαζε fractal 1, όπσο ζα πεξίκελε θαλείο από κηα 
επζεία γξακκή. Η ηηκή 0 γηα ηνλ εθζέηε Hurst  πξέπεη λα αλήθεη ζε κηα ρξνλνζεηξά 
πνπ πξέπεη λα θηλείηαη ζηνλ δηζδηάζηαην ρώξν θαη έηζη λα έρεη δηάζηαζε 2. 
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2.3 Η παραγφγή ηφν παραμέηρφν εμβύθιζης  
 
2.3.1 Αναλσηικές μέθοδοι  
Ο Takens (takens, 81) θαζόξηζε ηα άλσ όξηα γηα κηα επηηπρεκέλε εκβύζηζε εάλ μέξεηο 
ηελ δηάζηαζε fractal ηνπ ειθπζηή da . Γειαδή : 
                                                                                                                    (13) 
Όπνπ de είλαη ε δηάζηαζε εκβύζηζεο, αθέξαηα ηηκή. 
Όκσο, όπσο έδεμε ν  Medio (Medio, 92) ε δηάζηαζε fractal ηνπ ειθπζηή ηνπ Lorenz 
(Lorenz,63) είλαη 2.06, έηζη ν Takens καο  νδεγεί ζε κηα δηάζηαζε εκβύζηζεο 5, όπνπ 
είλαη γλσζηό  
όηη ε πξαθηηθή δηάζηαζε εκβύζηζεο απηώλ ησλ ζεηξώλ είλαη 3. Όηαλ αληηκεησπίδνπκε 
δεδνκέλα ρσξίο ζόξπβν, κηα επηινγή κεγάιεο δηάζηαζεο εκβύζηζεο δελ ζα επεξεάζεη 
ηνλ ππνινγηζκό ησλ εθζεηώλ Lyapunov, αιιά κπνξεί λα είλαη κνηξαία γηα ηελ 
κνληεινπνίεζε.  
Τν πάλσ όξην ηνπ Takens εμαθνινπζεί λα απαηηεί ηνλ ππνινγηζκό ηεο δηάζηαζεο ηνπ 
ειθπζηή, θαη ζηα πεηξακαηηθά δεδνκέλα όπνπ νη ζπλαξηήζεηο ησλ δπλακηθώλ 
ζπζηεκάησλ δελ είλαη γλσζηέο απαηηνύληαη δνθηκαζηηθέο εκβπζίζεηο, επνκέλσο ε όιε 
δηαδηθαζία είλαη θαηά θάπνην ηξόπν θπθιηθή. Κάπνηα άιιε κέζνδνο είλαη απαξαίηεηε 
γηα ηνλ ππνινγηζκό ηεο δηάζηαζεο εκβύζηζεο. Υπάξρνπλ αξθεηέο αλαιπηηθέο κέζνδνη 
γηα ηελ επηινγή ηεο παξαπάλσ. Απηή κε ηελ παιαηόηεξε γεληά (Farmer, 89) είλαη λα 
θνηηάμεηο ηνλ θνξεζκό θάπνηαο ακεηάβιεηεο ηηκήο ηνπ ζπζηήκαηνο, όπσο είλαη ν 
εθζέηεο Lyapunov, απμάλνληαο ηελ δηάζηαζε εκβύζηζεο. Μηα άιιε είλαη ν 
αιγόξηζκνο ηνπ ιαλζαζκέλνπ θνληηλόηαηνπ γείηνλα θαη κηα άιιε ε αλάιπζε ηεο 
ζηαηηζηηθήο  Kaplan-Glass (Kaplan, 91) κε απμαλόκελε δηάζηαζε εκβύζηζεο. Από 
απηέο ε πην απιή λα εθαξκόζεηο θαη ε πην εύξσζηε είλαη ν αιγόξηζκνο ηνπ 
ιαλζαζκέλνπ θνληηλόηαηνπ γείηνλα. Έρεη έλα γεσκεηξηθό ζρεκαηηζκό πνπ ηνλ θάλεη 
λα μερσξίδεη από ηηο άιιεο 2, νη νπνίεο ζεσξνύληαη κε ηνπο ηνπηθνύο παξάγνληεο ηνπ 
ειθπζηή, θαη έηζη δίλεη κηα πην αλεμάξηεηε νπηηθή ηεο δηάζηαζεο ηνπ ειθπζηή. Η 
επηινγή κηαο κεζνδνινγίαο γηα ηελ επηινγή ηεο δηαρώξηζεο είλαη πην πεξίπινθε. Ο 
Medio ηζρπξίδεηαη πσο ε δηαρώξηζε είλαη άζρεηε εάλ είλαη κηθξή. 
 
2.3.1.1 Λανθαζμένοι κονηινοί γείηονες  
Οη ιαλζαζκέλνη θνληηλνί γείηνλεο (Kennel ,92) είλαη κηα κεζνδνινγία γηα λα 
παξάγνπκε κηα δηάζηαζε εκβύζηζεο γηα κηα δνζείζα ρξνλνζεηξά. 
Μηα δνθηκαζηηθή εκβύζηζε ζρεκαηίδεηαη κε δηαρώξηζε πνπ δηαιέγνπκε κε όπνηα 
ηερληθή ζέινπκε θαη δηάζηαζε εκβύζηζεο m. Τν θνληηλόηαην γεηηνληθό δηάλπζκα γηα 
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θάζε εκβπζηζκέλν δηάλπζκα βξίζθεηαη θαη ε επθιείδεηα απόζηαζε κεηαμύ ησλ 2 
δηαλπζκάησλ κεηξηέηαη. Μεηά ε δηάζηαζε εκβύζηζεο απμάλεηαη θαηά 1 θαη γηα ηα δύν, 
γηα ην παξόλ δηάλπζκα θαη γηα ην γεηηνληθό ηνπ πξνζάπηνληαο ηελ αλάινγε ηηκή 
δεδνκέλσλ. Δάλ ε απόζηαζε κεηαμύ ησλ λέσλ δηαλπζκάησλ είλαη δξακαηηθά 
δηαθνξεηηθή κεηά από απηήλ ηελ αιιαγή ν γείηνλαο ζεσξείηαη εζθαικέλνο. Ο 
αξηζκόο απηόο κεηξηέηαη θαη εθθξάδεηαη ζαλ θιάζκα ηνπ αξηζκνύ ησλ ζεηξώλ. Μηα 
θακπύιε από απηέο ηηο ηηκέο έλαληη ηνπ m πινηάξνληαη θαη κηα δηάζηαζε εκβύζηζεο 
κε κηθξό αξηζκό από ιαλζαζκέλνπο γείηνλεο επηιέγεηαη. Γηα θάζε δηάλπζκα xi θαη ηνλ 
θ-νζην θνληηλόηαην γείηνλα ηνπ (ρk) ζηε δηάζηαζε m, ηελ απόζηαζε πνπ δίλεηαη από 
ηνλ ηύπν 
                                  
 
                                                             (14) 
Καζώο πεγαίλνπκε από ηελ δηάζηαζε m ζηελ δηάζηαζε m+1 ε απόζηαζε γίλεηαη 
                                    
   
    
                                                                                                   (15) 
Γηα ην εάλ έλα ζεκείν ζεσξείηαη θνληηλόηαηνο γείηνλαο ή όρη έρνπκε 2 θξηηήξηα. Τν 
πξώην θξηηήξην δείρλεη εάλ είλαη ζεκαληηθή ε αύμεζε ηεο απόζηαζεο ηνπ ζεκείνπ 
θαη ηνπ θνληηλόηαηνπ γείηνλα όηαλ απμάλεη ε δηάζηαζε εκβύζηζεο. 
 
                     
         
 
             
        
                                                              (16) 
Δάλ ηζρύεη ην παξαπάλσ θξηηήξην ηόηε έρνπκε ιαλζαζκέλν θνληηλόηαην γείηνλα. Τν 
Rtol>10 κε ζπλήζε ηηκή ην 15. 
Τν δεύηεξν θξηηήξην ζπγθξίλνπκε ηελ απόζηαζε ηνπ ζεκείνπ από ηνλ θνληηλόηαην 
γείηνλα κε ην κέγεζνο ηνπ ειθπζηή 
          
  
                                                                                                            (17) 
    
        
 
   
 
                                                                                                      (18) 
Η ζπλήζεο ηηκή ηνπ Atol είλαη 2. Αλ ηζρύεη ην θξηηήξην πάιη έρνπκε ιαλζαζκέλν 
θνληηλόηαην γείηνλα. 
Μηα ηθαλνπνηεηηθή δηάζηαζε εκβύζηζεο έρνπκε όηαλ ην πνζνζηό ην ιαλζαζκέλσλ 
θνληηλόηαησλ γεηηόλσλ βξεζεί θάησ από ην 1% θαη ζηαζεξνπνηεζεί εθεί θαη γηα ηηο 





2.3.1.2 αμοιβαία πληροθορία  
Η ακνηβαία πιεξνθνξία είλαη κηα ηδέα πνπ βξέζεθε από ηνλ Claude 
Shannon(Shannon, 49). Η ακνηβαία πιεξνθνξία πξνζπαζεί λα κεηξήζεη ζε bits ην 
πνζό ηεο πιεξνθνξίαο πνπ κπνξεί λα ζπκπεξαζεί γηα κηα ζεηξά από ζύκβνια από κηα 
άιιε. Γεληθά δνζέλησλ 2ζεηξώλ x ,y κε δείθηεο i θαη j αληίζηνηρα, ε κέζε ακνηβαία 
πιεξνθνξία κπνξεί λα ππνινγηζηεί σο εμήο : 
        
            
       
          
 
                                                                        (19) 
 
Υπόςελ όηη ε ακνηβαία πιεξνθνξία είλαη ζεηηθή θαη ζπκκεηξηθή, δειαδή I(x,y)>0 , 
I(x,y)=I(y,x). 
H ακνηβαία πιεξνθνξία κεηξηέηαη ρξεζηκνπνηώληαο 2 αληίγξαθα ησλ ίδησλ ζεηξώλ, ε 
κηα κε θαζπζηέξεζε t. Καζώο ην t απμάλεηαη ειπίδνπκε πσο ηα δηάθνξα κελύκαηα ζα 
παξαηεξεζνύλ ζηελ θακπύιε πνπ παξάγεηαη θαη ε ηηκή ηνπ t ζην πξώην ειάρηζην 
επηιέγεηαη. Θέινπκε λα δηαιέμνπκε δηαρώξηζε εκβύζηζεο έηζη ώζηε θάζε ζηήιε ζηηο 
εκβπζηδόκελεο πξνκήζεηεο ην κέγηζην πνζό λέαο πιεξνθνξίαο . 
 
2.4  Γιαζηάζεις  
Οη δηαζηάζεηο καο βνεζάλε λα ππνινγίζνπκε πόζν πεξίπινθν είλαη έλα ζύζηεκα. Η 
κέηξεζε ησλ δηαζηάζεσλ καο επηηξέπεη λα εθηηκήζνπκε ή λα ζπγθξίλνπκε ηελ 
γεσκεηξηθή πνιππινθόηεηα αληηθεηκέλσλ ή ζπζηεκάησλ, δηαθνξεηηθνύ κεγέζνπο, 
ζρήκαηνο θαη θαηαζθεπήο. Οη δηαζηάζεηο είλαη ρξήζηκέο ζηελ ζεσξία ηνπ ράνπο γηα  
δύν ιόγνπο θπξίσο: 
 Μεηξώληαο ηελ δηάζηαζε κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε κεηαμύ ράνπο θαη 
ηπραηόηεηαο. Η δηάζηαζε ελόο αληηθεηκέλνπ ραξαθηεξίδεη ηελ γεσκεηξία ηνπ 
θαη ηελ θπζηθή ηνπ νληόηεηα. Ο ρανηηθόο ειθπζηήο έρεη έλα ζρήκα ζηνλ ρώξν 
ησλ θάζεσλ. Απηό ην ζρήκα έρεη κηα πεπεξαζκέλε θαη κεηξήζηκε δηάζηαζε. 
Αληίζεηα εάλ έλα  ζύζηεκα ιεηηνπξγεί ηπραία ηόηε ε δηάζηαζε εκβύζηζεο ηνπ 
ηαπηίδεηαη κε ηελ δηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο ε νπνία γίλεηαη άπεηξε εάλ 
ζπλερίδνπκε λα απμάλνπκε ηελ δηάζηαζε εκβύζηζήο ηνπ. Σηελ πξάμε, 
δεδνκέλα κε ζόξπβν καο εκπνδίδνπλ λα αλαγλσξίδνπκε ηελ ρανηηθή 
ζπκπεξηθνξά. 
 Η δηάζηαζε ηνπ ειθπζηή καο επηηξέπεη λα ππνινγίζνπκε ηνλ αξηζκό ησλ 
κεηαβιεηώλ πνπ είλαη αλαγθαίεο γηα λα πεξηγξάςνπκε ην ζύζηεκα απ’ ην 
νπνίν πξνήιζε. Γηα λα κνληεινπνηήζνπκε επνκέλσο έλα ζύζηεκα ρξεηάδεηαη 
λα έρνπκε ηνπιάρηζηνλ ηόζεο κεηαβιεηέο όζν είλαη ε δηάζηαζε ηνπ. 
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Υπάξρνπλ πνιιέο δηαθνξεηηθνί ηύπνη δηαζηάζεσλ. Οη πην γλσζηνί είλαη: 
 Η δηάζηαζε νκνηόηεηαο 
 Η δηάζηαζε ρσξεηηθόηεηαο 
 Η δηάζηαζε Hausdorff-Besicovich 
 H δηάζηαζε πιεξνθνξίαο  
 Η δηάζηαζε ζπζρέηηζεο 
 Η θιαζκαηηθή δηάζηαζε 
 Η δηάζηαζε Lyapunov 
Από ηηο παξαπάλσ δηαζηάζεηο, ζα αλαιύζνπκε πέληε από απηέο. Οη δηάθνξεο απηέο 
δηαζηάζεηο είλαη αιιεινζπζρεηηδόκελεο. Μεξηθέο κάιηζηα έρνπλ ηελ ίδηα αξηζκεηηθή 
ηηκή ππό θαηάιιειεο ζπλζήθεο. Οη πεξηζζόηεξεο από ηηο παξαπάλσ δηαζηάζεηο 
εληάζζνληαη ζε 2 θαηεγνξίεο. Η πξώηε θαηεγνξία κεηξάεη κόλν ηελ γεσκεηξία ηνπ 
ειθπζηή.  Τέηνηεο είλαη ε δηάζηαζε νκνηόηεηαο, ε δηάζηαζε ρσξεηηθόηεηαο θαη ε 
δηάζηαζε Hausdorff-Besicovich. Η άιιε θαηεγνξία εμεηάδεη όρη κόλν ηελ γεσκεηξία 
αιιά θαη ηηο πηζαλνζεσξεηηθέο θαη πιεξνθνξηαθέο πιεπξέο ηνπ ειθπζηή. Λακβάλεη 
δειαδή ππόςε ηεο όηη ε ηξνρηά κπνξεί λα επηζθεθηεί θάπνηεο ‘γεηηνλίεο’ ζηνλ ρώξν 
ησλ θάζεσλ πην ζπρλά από ηηο άιιεο. Παξαδείγκαηα απηήο ηεο θαηεγνξίαο 
απνηεινύλ ε δηάζηαζε πιεξνθνξίαο θαη ε δηάζηαζε ζπζρέηηζεο. Η ηειεπηαία 
θαίλεηαη λα είλαη θαη ε πην δηάζεκε ζηελ ζεσξία ηνπ ράνπο.  
Τν ζθεπηηθό, ζπλνπηηθά, γηα ηε κέηξεζε ησλ δηαζηάζεσλ είλαη ην αθόινπζν: 
εκβπζίδνπκε ηε ρξνλνζεηξά ζε δηαδνρηθέο δηαζηάζεηο θαη πξνζπαζνύκε λα 
δηαθξίλνπκε θάπνηα ζηαζεξνπνίεζε ζηε ζύλζεζε ηνπ αληηθεηκέλνπ πνπ ζρεκαηίδεηαη. 
Τν αληηθείκελν πνπ ζρεκαηίδεηαη είλαη ν ειθπζηήο όπσο ηνλ βιέπνπκε κέζα από ηε 
κέζνδν εκβύζηζεο πνπ ρξεζηκνπνηνύκε. Βέβαηα ζε 4 θαη άλσ δηαζηάζεηο δε 
κπνξνύκε λα έρνπκε κηα ζπλνιηθή νπηηθή εηθόλα ηνπ ειθπζηή. Ο ειθπζηήο απηόο, 
αθόκε θαη όηαλ έρνπκε ρξνλνζεηξά πνπ πξνέξρεηαη από ζπλερέο ζύζηεκα, δελ παύεη 
λα είλαη έλα ζύλνιν ζεκείσλ. Τν ζύλνιν απηό ησλ ζεκείσλ ζε άιιεο πεξηνρέο ηνπ 
ρώξνπ ησλ θάζεσλ έρεη πςειή ππθλόηεηα θαη ζε άιιεο ρακειή ππθλόηεηα. Έρνπκε, 
ινηπόλ, έλα αληηθείκελν κε δηαθνξεηηθή ζύλζεζε θαη, γηα θάπνηα ζπγθεθξηκέλε 
ζύλζεζε πξνζπαζνύκε λα δηαθξίλνπκε ην ειάρηζην αξηζκό ησλ δηαζηάζεσλ. 
Δπηπιένλ, δελ έρνπκε ρξνλνζεηξά ιεπθνύ ζνξύβνπ ώζηε  δηάζηαζε  λα κε 





Στήμα 17: Γηάγξακκα δηάζηαζεο ζπζηήκαηνο –δηάζηαζεο εκβύζηζεο 
 
Η διάζηαζη Fractal 
Η δηάζηαζε fractal ε αιιηώο θιαζκαηηθή δηάζηαζε είλαη κηα ζηαηηζηηθή πνζόηεηα 
πνπ δίλεη κηα έλδεημε θαηά ην πόζν γεκίδεη ην fractal ρώξν, θαζώο θάπνηνο κεγεζύλεη 
ζε κηθξόηεξεο θιίκαθεο. Τν fractal είλαη γεληθά έλα θνκκαηηαζκέλν γεσκεηξηθό 
ζρήκα ην νπνίν κπνξεί λα ρσξηζηεί ζε ηκήκαηα ην θαζέλα από ηα νπνία είλαη 
(ηνπιάρηζηνλ πεξίπνπ) έλα κεησκέλν ζε κέγεζνο αληίγξαθν ηνπ όινπ, κηα ηδηόηεηα 
πνπ νλνκάδεηαη απηννκνηόηεηα. Παξάδεηγκα ελόο fractal απνηειεί ην ηξίγσλν 
Sierpinski. Τα fractals έρνπλ ηα αθόινπζα ραξαθηεξηζηηθά: 
1. Έρνπλ θαιή δνκή ζε απζαίξεηα κηθξέο θιίκαθεο . 
2. Δίλαη πνιύ αθαλόληζηα γηα λα πεξηγξαθνύλ κε ηελ παξαδνζηαθή 
Δπθιείδεηα γιώζζα . 
3. Παξνπζηάδεη απηννκνηόηεηα. 
4. Έρεη δηάζηαζε Hausdorff κεγαιύηεξε από ηελ ηνπνινγηθή ηνπ 
δηάζηαζε . 
5. Έρεη απιό θαη επαλαιεπηηθό πξνζδηνξηζκό. 
Δπεηδή παξνπζηάδνληαη λα είλαη παξόκνηα ζε όια ηα επίπεδα κεγέζπλζεο, 
ηα fractals ζπρλά ζεσξνύληαη πσο είλαη απείξσο πεξίπινθα. Φπζηθά 
αληηθείκελα πνπ πξνζεγγίδνπλ ζε θάπνην βαζκό ηα fractals είλαη ηα 




Η διάζηαζη τφρηηικόηηηας  
Θα μεθηλήζνπκε κε ηελ δηάζηαζε ρσξεηηθόηεηαο (capacity dimension) ή δηάζηαζε 
άζξνηζεο θνπηηώλ (box-counting dimension). Δίλαη πνιύ εύθνιε ζηνλ ππνινγηζκό 
θαη, ζπλεπώο κπνξεί πην εύθνια λα καο εηζάγεη ζηελ έλλνηα ησλ ππνινίπσλ 
δηαζηάζεσλ. 
Με ηελ δηάζηαζε απηή κεηξάκε ηνλ όγθν πνπ θαηαιακβάλεη ν ειθπζηήο ζην ρώξν 
ησλ θάζεσλ. Βέβαηα θαίλεηαη ην εξώηεκα: Πσο είλαη δπλαηόλ έλα ζύλνιν από 
πεπεξαζκέλα ζεκεία λα έρνπλ όγθν; Καιύπηνπκε κε έλα πιέγκα (grid) ηνλ ειθπζηή 
θαη κεηξάκε πόζα θνπηηά (πιεπξάο r) πεξηέρνπλ έζησ θαη 1 ζεκείν. Απηό πνπ 
θάλνπκε νπζηαζηηθά είλαη λα ππνινγίδνπκε ηελ πηζαλόηεηα λα ππάξρεη ηνπιάρηζην 1 
ζεκείν κέζα ζε έλα θνπηί  πιεπξάο r θαη, ζηε ζπλέρεηα, λα πςώζνπκε ηελ πηζαλόηεηα 
απηή ζηε κεδεληθή δύλακε. Αο πνύκε όηη είλαη N(r) ην όισλ ησλ θνπηηώλ πνπ 
κεηξήζακε. Σηε ζπλέρεηα, απμάλνπκε ηελ αλάιπζε. Τν r γίλεηαη r’,κε r’<r,άξα ην 
πιέγκα γίλεηαη πην ππθλό, αθνύ απνηειείηαη ηώξα από πεξηζζόηεξα θνπηηά. Μεηξάκε 
μαλά πόζα θνπηηά πεξηέρνπλ έζησ θαη 1 ζεκείν θαη είλαη N(r’). Δπαλαιακβάλνπκε ηε 
δηαδηθαζία δηαδνρηθά ζε όιν θαη κηθξόηεξα κήθε πιεπξώλ, ώζπνπ ην κήθνο ηεο 
πιεπξάο λα ηείλεη ζην 0. Η δηάζηαζε ρσξεηηθόηεηαο είλαη ε θιίζε ηεο παιηλδξόκεζεο 
logN(r), logN(r’),… έλαληη -logr,-logr’,… . Πην αλαιπηηθά ππνινγίδνπκε: 
               
 
 
                                                                                         (20) 
Όπνπ : D0 είλαη ε θιίζε ηεο παιηλδξόκεζεο (δηάζηαζε ρσξεηηθόηεηαο) 
           α είλαη ε ζηαζεξά ηεο παιηλδξόκεζεο πνπ δε καο ελδηαθέξεη 
Η ζρέζε 1 πξνθύπηεη από ηνλ νξηζκό ηεο δηάζηαζεο ρσξεηηθόηεηαο πνπ είλαη  
         
        




                                                                                                  (21) 
Η δηάζηαζε ρσξεηηθόηεηαο είλαη πξνζδηνξίζηκε κόλν όηαλ ε αθηίλα r πιεζηάδεη ηελ 
ηηκή κεδέλ. Σηελ πξάμε, ππάξρεη πξνθαλώο έλα όξην ηνπ πόζν κηθξή κπνξεί λα είλαη 
ε αθηίλα απηή. Δπνκέλσο, ε δηάζηαζε ρσξεηηθόηεηαο κπνξεί κόλν λα εθηηκεζεί ζην 
πεξίπνπ θαη όρη αθξηβώο. 
Η διάζηαζη πληροθορίας  
Η ηξνρηά ζε έλα ρανηηθό ειθπζηή κπνξεί λα αθνινπζήζεη πνιιέο δηαθνξεηηθέο 
θαηεπζύλζεηο. Η δηάζηαζε νκνηόηεηαο, ρσξεηηθόηεηαο θαη ε Hausdorf ιακβάλνπλ 
ππόςε ηνπο κόλν ηελ γεσκεηξία ηνπ ειθπζηή. Οη επόκελεο δύν δηαζηάζεηο, ε 
δηάζηαζε πιεξνθνξίαο θαη ζπζρέηηζεο, πξνζπαζνύλ όρη κόλν λα αληηθαηνπηξίζνπλ 
ηελ γεσκεηξία ηνπ ειθπζηή αιιά θαη ηελ ζπρλόηεηα κε ηελ νπνία ην ζύζηεκα 
βξίζθεηαη ζε δηάθνξνπο ηνκείο ηνπ ρώξνπ ησλ θάζεσλ. Με όιεο ηηο κεζόδνπο 
ππνινγηζκνύ ηεο δηάζηαζεο θαιύπηνπκε ηνλ ειθπζηή κε έλα επηιεγκέλν πξόηππν 
κέηξεζεο( θύθιν, ζθαίξα, θύιηλδξν θηι.) θαη ηνπ δίλνπκε έλα κέγεζνο. Καη κεηά ην 
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επαλαιακβάλνπκε κεγαιώλνληαο (ή κηθξαίλνληαο) ην κέγεζνο απηνύ ηνπ πξνηύπνπ. 
Σηηο δύν απηέο κεζόδνπο ππνινγηζκνύ ηεο δηάζηαζε θάλνπκε κεηξήζεηο πνπ 
αληηθαηνπηξίδνπλ πόζν ζπρλά κηα ηξνρηά πιεζηάδεη έλα πξνεγνύκελν κνλνπάηη ηεο, ε 
ηελ ζπρλόηεηαο κε ηελ νπνία επηζθέπηεηαη έλα δεδνκέλν ππνρώξν ζηνλ ειθπζηή. Γηα 
λα έρνπκε ηηο θαιύηεξεο δπλαηέο κεηξήζεηο ηα δεδνκέλα καο πξέπεη λα είλαη πνιιά 
θαη λα θαιύπηνπλ έλα κεγάιν ρξνληθό πεξηζώξην. 
Απηό πνπ θάλνπκε ζηε δηάζηαζε πιεξνθνξίαο (information dimension) είλαη λα 
κεηξήζνπκε από θάζε θνπηί ηελ εληξνπία πιεξνθνξίαο. Υπνινγίδνπκε ην Ι(r) ην 
νπνίν δίλεηαη από ηελ ζρέζε: 





                                                                                                 (22) 
Όπνπ ΝS είλαη ν αξηζκόο ησλ θνπηηώλ αθηίλαο r πνπ έρνπλ κε κεδεληθή πηζαλόηεηα, η 
είλαη ην θνπηί i, θαη P ε πηζαλόηεηα πνπ θαζνξίζηεθε γηα ην θνπηί i. 
Τν r, όπσο θαη ζηε ζπλέρεηα κεηώλεηαη ζε r’. Υπνινγίδνπκε μαλά ην Ι(r’) θαη 
ζπλερίδνπκε. Η δηάζηαζε πιεξνθνξίαο βξίζθεηαη ζηελ θιίζε ηεο παιηλδξόκεζεο Ι(r), 
I(r’),… έλαληη –logr, -logr’, … . Παξόκνηα κε ηα παξαπάλσ ππνινγίδνπκε: 
            
 
 
                                                                                                 (23) 
Όπνπ :D1 είλαη ε θιίζε ηεο παιηλδξόκεζεο (δηάζηαζε πιεξνθνξίαο) 
Α είλαη ε ζηαζεξά ηεο παιηλδξόκεζεο πνπ δε καο ελδηαθέξεη 
Η ζρέζε 3 πξνθύπηεη από ηνλ νξηζκό ηεο δηάζηαζεο πιεξνθνξίαο πνπ είλαη  
         
    




                                                                                                     (24) 
Η πιεξνθνξία ζπλήζσο (όπσο έρνπκε πεη) κεηξηέηαη ζε bits. Αλ ζέινπκε λα ηε 
κεηξήζνπκε κε απηόλ ηνλ ηξόπν ρξεζηκνπνηνύκε ινγάξηζκν κε βάζε ην 2. Με 
νπνηαδήπνηε βάζε ινγαξίζκνπ κεηξήζνπκε ηελ πιεξνθνξία ζα πξέπεη λα έρνπκε 
ππόςε καο ηα εμήο : 
1. Θα πξέπεη λα ρξεζηκνπνηνύκε ηελ ίδηα βάζε γηα ηελ κέηξεζε ηεο απόζηαζεο r 
θαη ηνπ Ι(r) . 
2. Γελ έρεη ζεκαζία ε βάζε ησλ ινγαξίζκσλ γηα ηελ κέηξεζε ηεο δηάζηαζεο 
πιεξνθνξίαο. Η δηάζηαζε πιεξνθνξίαο δελ εμαξηάηαη από ηε βάζε. 
Τέινο αλ δελ ζπγθιίλεη πνπζελά ε δηάζηαζε πιεξνθνξίαο απηό ζεκαίλεη είηε 
όηη έρνπκε κεγάιν πνζνζηό ζνξύβνπ, είηε όηη ε ρξνλνζεηξά καο είλαη πνιύ 







Η διάζηαζη ζσζτέηιζης 
Η δηάζηαζε ζπζρέηηζεο (correlation dimension) είλαη απηή πνπ ρξεζηκνπνηείηαη 
ζπλήζσο γηα λα καο δείμεη ηε δηάζηαζε ηνπ ζπζηήκαηνο. Η δηάζηαζε ζπζρέηηζεο 
είλαη ζαλ ηελ δηάζηαζε πιεξνθνξίαο αιιά ιίγν πην πεξίπινθε. Πνιινί ηύπνη 
δηαζηάζεσλ είλαη αδύλαηνλ λα ηνπο ππνινγίζεηο ζηελ πξάμε, δηόηη είλαη ππνινγηζηηθά 
αλεπαξθήο. Η δηάζηαζε ζπζρέηηζεο δελ έρεη ηέηνηα πξνβιήκαηα γηα ηνλ ππνινγηζκό 
ηεο. Γύν ζεκεία δεδνκέλσλ ζην ρώξν ησλ θάζεσλ έρνπλ κεγάιε ρσξηθή ζπζρέηηζε 
( ε ηηκή ηνπ ελόο είλαη παξαπιήζηα κε ηνπ άιινπ). Παξόια απηά όκσο ηα δύν απηά 
ζεκεία κπνξεί λα κελ έρνπλ θακία ζπζρέηηζε ζην ρξόλν. Η δηάζηαζε ζπζρέηηζεο 
ειέγρεη κόλν ηελ ρσξηθή ηνπο ζπζρέηηζε θαη αγλνεί ηνλ ρξόλν. 
Η δηαδηθαζία ππνινγηζκνύ ηεο δηάζηαζεο ζπζρέηηζεο πεξηιακβάλεη ηνλ ππνινγηζκό 
πξώηα όρη κόλν ηεο ρξνληθήο πζηέξεζεο αιιά θαη ηνλ ππνινγηζκό ηεο δηάζηαζεο 
εκβύζηζεο. Όκσο δελ ππάξρεη ηξόπνο λα ππνινγίζνπκε εμαξρήο ηελ δηάζηαζε 
εκβύζηζεο, δηόηη απηή εμαξηάηαη από ηελ πξαγκαηηθή δηάζηαζε ηνπ ειθπζηή, θαη 
απηή είλαη πνπ ςάρλνπκε λα βξνύκε. Η ζσζηή δηάζηαζε εκβύζηζεο πξνθύπηεη από 
ηελ αλάιπζε πνπ ζα πξαγκαηνπνηεζεί. 
Μόιηο θαζνξηζηεί ε ρξνληθή πζηέξεζε, μεθηλάκε ζπλήζσο κε δηάζηαζε εκβύζηζεο 
δύν. Σηελ ζπλέρεηα ηνπνζεηνύκε ηα θειηά κέηξεζεο, ηα νπνία ζηελ ζπγθεθξηκέλε 
πεξίπησζε είλαη θύθινη, κε ηέηνην ηξόπν ώζηε ην ζεκείν πνπ εμεηάδνπκε λα είλαη ζην 
θέληξν. Μεηά κεηξάκε ηνλ αξηζκό ησλ ζεκείσλ πνπ βξίζθνληαη κέζα ζην θειί απηό, 
θαη κεηά κεηαθέξνπκε ην θέληξν ζην επόκελν ζεκείν ηεο ηξνρηάο θαη αθνινπζνύκε 
ηελ ίδηα δηαδηθαζία. Έζησ όηη έρνπκε έλα δείγκα από πέληε ζεκεία κόλν. 
 
Σρήκα 18: δηζδηάζηαηε αλαπαξάζηαζε ησλ 5 ζεκείσλ θαη ηηο αθηίλαο r=ε από ηελ 
νπνία θαζνξίδεηαη πνηα είλαη ηα ζεκεία πνπ ζεσξνύληαη θνληηλόηαηνη γείηνλεο γηα ηα 
ζεκεία a) 1 θαη b) 2. 
37 
 
Σην παξαπάλσ ζρήκα θαίλνληαη ηα πέληε ζεκεία απηά θαη είλαη αξηζκεκέλα κε βάζε 
κε βάζε ηελ ζεηξά πνπ ηα επηζθέπηεηαη ε ηξνρηά. Γύξσ από ην ζεκείν 1 
δεκηνπξγνύκε έλα θύθιν κε αθηίλα r=ε θαη θέληξν ην ζεκείν απηό. Παξαηεξνύκε όηη 
ηα ζεκεία 2 θαη 3 βξίζθνληαη κέζα ζηελ αθηίλα απηή, ελώ ηα ζεκεία 4 θαη 5 
εθηόο( εδώ αμίδεη λα ζεκεησζεί όηη ν ππνινγηζηήο ππνινγίδεη αλ ηα ζεκεία είλαη εληόο 
ή εθηόο ππνινγίδνληαο ηελ επθιείδεηα απόζηαζε ηνπο από ην ζεκείν 1). 
Σηελ ζπλέρεηα θεληξάξνπκε ηνλ θύθιν ζην ζεκείν 2 κε ηελ ίδηα αθηίλα r. Τα ζεκεία 
1 θαη 3 βξίζθνληαη κέζα ζηνλ θύθιν. Αθνύ αθνινπζήζνπκε ηελ ίδηα δηαδηθαζία γηα 
όια ηα ζεκεία κε ηελ ίδηα αθηίλα, πξνζζέηνπκε ηνλ αξηζκό όισλ ησλ ζεκείσλ πνπ 
βξίζθνληαλ εληόο θύθινπ γηα απηήλ ηελ αθηίλα r. Γηα ην παξάδεηγκά καο ν νιηθόο 
αξηζκόο ήηαλ 8( 2 θαη ην ζεκείν 1, 2 γηα ηα ζεκεία 2 θαη 3, θαη 1 γηα ηα ζεκεία 4 θαη 
5). 
Πξνθαλώο ν νιηθόο αξηζκόο ησλ ζεκείσλ πνπ θαζνξίδνπλ ηελ ηξνρηά επεξεάδεη ηνλ 
νιηθό αξηζκό ησλ ζεκείσλ πνπ βξίζθνληαη εληόο αθηίλαο, γηα δεδνκέλε αθηίλα. 
Καλνληθνπνηνύκε ηνλ αξηζκό απηώλ ησλ ζεκείσλ, κε ηνλ αξηζκό όισλ ησλ 
δηαζέζηκσλ ζεκείσλ ζηελ ηξνρηά. Τν θαλνληθνπνηεκέλν απνηέιεζκα  απηό θαιείηαη 
αθέξαηνο ζπρέηηζε άζξνηζκα ζπζρέηηζεο αθηίλαο r. 
   
                                   
                                  
                                                                   (25) 
   
                                   
      
                                                                    (26) 
Όπνπ Ν= ν νιηθόο αξηζκόο ησλ ζεκείσλ ηεο ηξνρηάο. 
Μηα εηδηθή εθδνρή ηεο παξαπάλσ ζπλάξηεζεο πξνθύπηεη όηαλ ην Ν γίλεηαη πνιύ 
κεγάιν. Όηαλ ην Ν είλαη πνιύ κεγάιν ηόηε ην Ν-1=Ν θαη ζπλάξηεζε καο γίλεηαη: 
         
                              
  
                                                                  (27) 
Πξαθηηθά ε παξαπάλσ ζρέζε είλαη ρξεζηκνπνηήζηκε όηαλ ην Ν είλαη κεγαιύηεξν από 
κεξηθέο εθαηνληάδεο. 
Αθνύ θαζνξίζνπκε ην Cr γηα ηελ αθηίλα r απμάλνπκε ηελ αθηίλα θαη 
επαλαιακβάλνπκε ηελ δηαδηθαζία. Σπλερίδνπκε απμάλνληαο ηελ αθηίλα θαη ζπλεπώο 
παίξλνληαο όιν θαη κεγαιύηεξα αζξνίζκαηα ζπζρέηηζεο. Σηελ ζπλέρεηα απμάλνπκε 
ηελ δηάζηαζε εκβύζηζεο. 
Τν 1983 νη Grasberger θαη Procaccia έθαλαλ έλα πνιύ ζεκαληηθό βήκα ζηε κέηξεζε 
ηεο δηάζηαζεο ζπζρέηηζεο. Έδεημαλ κηα θαηλνύξγηα κεζνδνινγία κε ππνινγηζηηθή 
δηαδηθαζία πνιύ ηαρύηεξε από ηελ ηόηε ππάξρνπζα. Ο αιγόξηζκνο απηόο σο πξνο ηελ 
ηαρύηεηα έρεη βειηησζεί μαλά.. Σε κεγάιε δηάζηαζε εκβύζηζεο, ε αύμεζε ηεο αθηίλαο 
ζα επηθέξεη εθζεηηθή αύμεζε ησλ ζεκείσλ πνπ πεξηιακβάλεη. Ξεθηλάκε κε κηα κηθξή 
αθηίλα r. Ο κέζνο όξνο ησλ πηζαλνηήησλ όισλ ησλ ζεκείσλ, λα πεξηθιείζνπκε 
θάπνην άιιν ζεκείν ηνπ ειθπζηή C(r). Μηα κεγαιύηεξε αθηίλα r’ καο δίλεη ην C(r’). 
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Η δηάζηαζε ζπζρέηηζεο βξίζθεηαη ζηελ θιίζε ηεο παιηλδξόκεζεο  C(r), C(r’),…, 
έλαληη logr, logr’, … . Παξόκνηα κε ηα παξαπάλσ ππνινγίδνπκε: 
                                                                                                                (28) 
Όπνπ: D2 είλαη ε θιίζε ηεο παιηλδξόκεζεο (δηάζηαζε ζπζρέηηζεο ) 
        α είλαη ε ζηαζεξά ηεο παιηλδξόκεζεο, πνπ δε καο ελδηαθέξεη 
Η ζρέζε (28) πξνθύπηεη από ηνλ νξηζκό ηεο δηάζηαζεο ρσξεηηθόηεηαο πνπ είλαη  
         
       
    
                                                                                                    (29) 
H εύξεζε ηεο δηάζηαζεο ζπζρέηηζεο γίλεηαη ζην ρώξν ησλ θάζεσλ κε ηε κέζνδν 
θιίζεο-παιηλδξόκεζεο θαη γηα δηάθνξεο δηαζηάζεηο εκβύζηζεο. 
Μεξηθέο άιιεο παξαηεξήζεηο πάλσ ζην ζέκα ηεο δηάζηαζεο ζπζρέηηζεο 
παξαζέηνληαη ακέζσο παξαθάησ, ηαμηλνκεκέλεο.  
 Δίλαη δπλαηό λα μερσξίζνπκε κεηαμύ πεξηνδηθήο, ρανηηθήο, θαη ηπραίαο 
ζπκπεξηθνξάο αθόκε θαη κε ιίγα γεκάηα ζόξπβν δεδνκέλα. 
 Δλδηαθέξνλ έρεη, επίζεο, ε κέηξεζε κέζα από ην θίιηξν ηεο PCA κε ζθνπό ηε 
κείσζε ηεο επίδξαζεο ηνπ ζνξύβνπ.  
 Σε πεξίπησζε πνπ ε παξνπζία ηνπ ζνξύβνπ είλαη ηζρπξή ζα δνύκε ην 
νινθιήξσκα ζπζρέηηζεο λα παξνπζηάδεη δύν θακπύιεο: κηα θακπύιε ζηα 
κηθξά r, ίζν κε ηε δηάζηαζε εκβύζηζεο θαη, κηα δεύηεξε, ίζε  κε ηε δηάζηαζε 
ζπζρέηηζεο ρσξίο ζόξπβν. Η αλαγλώξηζε ησλ δύν θιίζεσλ είλαη εμαηξεηηθά 
δύζθνιε ιόγσ ησλ πεξηνξηζκέλσλ δεδνκέλσλ. Όζν κεγαιώλεη ην r θαη ηείλεη 
λα εμηζσζεί κε ηε δηάκεηξν ηνπ ειθπζηή, ε θιίζε ηνπ νινθιεξώκαηνο 
ζπζρέηηζεο ηείλεη ζην 0.  
 Η δηάζηαζε ζπζρέηηζεο ζηαζεξνπνηείηαη θαζώο ε δηάζηαζε εκβύζηζεο είλαη 
όζν ν επόκελνο αθέξαηνο. Άξα, εάλ έρνπκε έλαλ ειθπζηή κε δηάζηαζε 
ζπζρέηηζεο 3, 4 ε ζηαζεξνπνίεζε ζα αξρίζεη από ηελ εκβύζηζε ζηηο 4 
δηαζηάζεηο. 
 Όζν πεξηζζόηεξα ζεκεία έρνπκε ζηνλ ειθπζηή, κε ηόζε πεξηζζόηεξε 
ζαθήλεηα ζα γίλεη ε ζηαζεξνπνίεζε. 
 Γηα δηαζηάζεηο εκβύζηζεο 5 σο 11 έρεη πξνηαζεί ε αληηθαηάζηαζε ηνπ logr ηεο 
ζρέζεο 5 κε log[r(2-r)], θαη θνηλσληθνπνίεζε (normalization) ησλ δεδνκέλσλ. 
Απηό έγηλε κεηά από κειέηε ησλ ζηαηηζηηθώλ ηδηνηήησλ ηνπ αζπζρέηηζηνπ 
ζνξύβνπ κε ζθνπό ηελ απνθπγή ηεο κεξνιεςίαο  πξνο ηα θάησ ζηηο κεγάιεο 
δηαζηάζεηο, πνπ παξνπζηάδεη ην νινθιήξσκα ζπζρέηηζεο.  
 Τν ζεώξεκα ησλ Eckman & Ruelle ζέηεη όηη ε δηάζηαζε ζπζρέηηζεο δε ζα 
πξέπεη λα μεπεξλάεη ην 2logN όπνπ Ν είλαη ην κήθνο ηεο ρξνλνζεηξάο. Αλ ην 
μεπεξλάεη, απνξξίπηνπκε ηηο κεγάιεο ηηκέο.  
 Γύν κεγάια ζέκαηα πνπ απαζρνινύλ ηνπο εξεπλεηέο είλαη ν πεξηνξηζκέλνο 
αξηζκόο ησλ παξαηεξήζεσλ θαη ε κε ζηαζηκόηεηα ησλ δεδνκέλσλ. 
39 
 
 Μηα αθόκε εθηελήο αλάιπζε γηα ηε δηάθξηζε κεηαμύ ρακεινδηάζηαηεο 
ζπκπεξηθνξάο θαη ηπραίαο (ζπζρεηηζκέλεο ή αζπζρέηηζηεο). Δίλαη γλσζηό όηη 
απηνζπζρεηηζκέλνο ζόξπβνο κπνξεί λα ζηαζεξνπνηήζεη ηε δηάζηαζε 
ζπζρέηηζεο ζε θάπνηα ηηκή. 
Φξεζηκνπνηνύληαη νη έιεγρνη: 
1.  Γηάγξακκα απόζηαζεο ρώξνπ-ρξόλνπ. Έζησ όηη, έρνπκε δύν ηπραία 





Στήμα 19: Γηάγξακκα ρώξνπ-ρξόλνπ. Σηνλ νξηδόληην άμνλα είλαη ε ρξνληθή 
δηαθνξά δύν αξρηθά θνληηλώλ δηαλπζκάησλ. Με ηε καύξε γξακκή βιέπνπκε ηα 
αλακελόκελα απνηειέζκαηα γηα κηα ηπραία ρξνλνζεηξά. Η απόζηαζε κεγαιώλεη 
θαζώο απμάλεηαη ν ρξόλνο. Με ηε γθξίδα γξακκή βιέπνπκε ηα απνηειέζκαηα γηα 
κηα ληεηεξκηληζηηθή ρξνλνζεηξά. Τα ζεκεία ηνπ ρώξνπ ησλ θάζεσλ αξρηθά 
απνκαθξύλνληαη, άξα ε απόζηαζε κεγαιώλεη, ελώ ζηε ζπλέρεηα ηα ζεκεία 
επηζηξέθνπλ ζηηο ίδηεο πεξίπνπ πεξηνρέο, άξα ε απόζηαζε κεηώλεηαη μαλά. 
Σε ληεηεξκηληζηηθή ρξνλνζεηξά παξαηεξνύκε κηα απνκάθξπλζε ησλ ζεκείσλ 
πνπ ζηε ζπλέρεηα κεηώλεηαη θαη απμάλεηαη μαλά. Σε ηπραία ρξνλνζεηξά ε 
απνκάθξπλζε ζην ρξόλν είλαη θαη απνκάθξπλζε ζην ρώξν(βιέπε ζρήκα 19). 
2. Αλαδηακνξθσκέλα δεδνκέλα (surrogate data) 
3. Πξώηεο δηαθνξέο. Σε ηπραία ρξνλνζεηξά νη πξώηεο δηαθνξέο κπνξνύλ 
λα δηαζθνξπίζνπλ ζπζρεηίζεηο πνπ ζηαζεξνπνηνύλ ηελ δηάζηαζε. 
4. Αλεμάξηεηεο ζεσξήζεηο (independent realizations): παίξλνπκε 
δηαθνξεηηθέο αξρηθέο ζπλζήθεο θαη πξαγκαηνπνηνύκε ην πείξακα. Σε 
ηπραία ρξνλνζεηξά αλ θαηά ηύρε ηελ πξώηε θνξά ζα δνύκε 
ζηαζεξνπνίεζε. Γηα λα πνύκε όηη επαλαιακβάλνπκε ην πείξακα κε 
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δηαθνξεηηθέο αξρηθέο ζπλζήθεο, αξθεί λα έρνπκε κηα κεγάιε 
ρξνλνζεηξά θαη λα ηε ρσξίζνπκε ζηα δύν. Οη δύν ρξνλνζεηξέο πνπ ζα 
πάξνπκε κε απηό ηνλ ηξόπν ζα πξέπεη λα έρνπλ ηα ίδηα 
ραξαθηεξηζηηθά(δηάζηαζε, εθζέηεο Lyapunov θηι). Θεσξνύκε έηζη όηη, 
έρνπκε δύν δηαθνξεηηθέο αξρηθέο ζπλζήθεο πνπ είλαη αλεμάξηεηεο 
κεηαμύ ηνπο. Αλ πάξνπκε όκσο δηαθνξεηηθά απνηειέζκαηα απηό 
ζεκαίλεη όηη έρνπκε ηπραηόηεηα.  
5. Σπλάξηεζε δνκήο (structure function): Γίλεηαη από ηνλ ηύπν      
                
   Γηα ρακειήο δηάζηαζεο ρξνλνζεηξά πεξηκέλνπκε 
           Απηόο ν έιεγρνο ζα πξέπεη νπσζδήπνηε λα ζπλδπαζηεί 
κε ηνπο 3 θαη 4. 
 
Η διάζηαζη Lyapunov  
Δίλαη έλα κέγεζνο πνπ έρεη νξηζζεί από ηνπο Kaplan θαη Yorke σο εμήο: 
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Όπνπ ην j θαζνξίδεηαη σο εμήο: 
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Τν ζύκβνιν Λ είλαη ην ινγηθό θαη, δειαδή ζα πξέπεη λα ηζρύνπλ θαη νη δύν ζρέζεηο. 
Η δηάζηαζε Lyapunov είλαη ίζε κε ηε δηάζηαζε πιεξνθνξίαο. Η κέηξεζε ησλ 
δηαζηάζεσλ νπζηαζηηθά καο θαλεξώλεη ηελ πνιππινθόηεηα ηεο ρξνλνζεηξάο. Θα 
πξέπεη λα γίλεη κε ππνκνλή θαη πξνζνρή, γηαηί ηα απνηειέζκαηα ζα εληζρύζνπλ ηελ 
άπνςε όηη έρνπκε λα θάλνπκε κε ράνο θαη όρη κε ζόξπβν. Πξνηείλνπκε ηε δηάζηαζε 
ζπζρέηηζεο ζαλ έλα ηθαλό εθηηκεηή ηεο δηάζηαζεο ηνπ ζπζηήκαηνο πνπ δίλεη ηελ 
ρξνλνζεηξά. Δίλαη πξαγκαηηθά πνιύ δύζθνιν λα μερσξίζνπκε κεηαμύ 
ρακεινδηάζηαηνπ ράνπο θαη απηνζπζρεηηδόκελνπ ζνξύβνπ. Δπίζεο, είλαη πνιύ 
εύθνιν λα αλαγλσξίζνπκε ράνο ζε θπθιηθή δηαδηθαζία κε ζόξπβν 
Έλεγτος ζηαηικής ζημανηικόηηηας  
Μέρξη ζηηγκήο, απηό πνπ θάλακε είλαη λα κεηξάκε ηε δηάζηαζε από ηε ρξνλνζεηξά 
θαη λα ζεσξνύκε όηη απηό είλαη ην ζσζηό απνηέιεζκα. Σε έλα απνηέιεζκα όκσο ζα 
πξέπεη πάληα λα ππνινγίδνπκε θαη ηε ζηαηηθή ηνπ ζεκαληηθόηεηα. Γελ κπνξνύκε γηα 
παξάδεηγκα λα είκαζηε βέβαηνη όηη ε δηάζηαζε ζπζρέηηζεο είλαη 5 όηαλ νη θιίζεηο πνπ 
ζρεκαηίδεη ην νινθιήξσκα ζπζρέηηζεο θπκαίλνληαη νκνηόκνξθα από 1 κέρξη 9. Από 
ηελ άιιε πιεπξά, έρεη απνδεηρζεί όηη, ν θηιηξαξηζκέλνο ζόξπβνο κπνξεί λα κηκεζεί 
ηε ρακεινδηάζηαηε ρανηηθή ζπκπεξηθνξά. 
Η κέζνδνο γηα ηνλ έιεγρν ζηαηηζηηθήο ζεκαληηθόηεηαο πνπ έρεη επηλνεζεί θαη έρεη 
εθαξκνζηεί ζε ρξεκαηννηθνλνκηθά δεδνκέλα κε επηηπρία νλνκάδεηαη 
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αλαδηακνξθσκέλα δεδνκέλα(surrogate data). Τα αλαδηακνξθσκέλα δεδνκέλα είλαη 
ρξνλνζεηξέο νη νπνίεο έρνπλ ηα ίδηα ραξαθηεξηζηηθά κε ηε ρξνλνζεηξά πνπ έρνπκε. 
Τα ραξαθηεξηζηηθά απηά είλαη ν κέζνο όξνο, ε ηππηθή απόθιηζε, ε θαηαλνκή 
ζπρλνηήησλ, ε ζπλάξηεζε απηνζπζρέηηζεο θα. Η ρξνλνζεηξά καο είλαη κία από ηηο 
πνιιέο πνπ κπνξνύλ λα ζρεκαηηζηνύλ κε ηα ραξαθηεξηζηηθά απηά. Γλσξίδνπκε 
επίζεο όηη ε ρξνλνζεηξά καο έρεη θάηη ην ηδηαίηεξν πνπ νη άιιεο ρξνλνζεηξέο δελ 
έρνπλ: παξάγεηαη από κηα ρακεινδηάζηαηε ληεηεξκηληζηηθή δηαδηθαζία (ελώ νη άιιεο 
είλαη ηπραίνη αξηζκνί κε ηα ίδηα ραξαθηεξηζηηθά). Δίλαη πξάγκαηη έηζη, ή νπνηαδήπνηε 
ρξνλνζεηξά κε ηα ίδηα ραξαθηεξηζηηθά κπνξεί λα δώζεη ηα ίδηα απνηειέζκαηα όζνλ 
αθνξά ηε δηάζηαζε; 
Ο έιεγρνο γίλεηαη σο εμήο : κεηξάκε ηε δηάζηαζε ησλ αλαδηακνξθσκέλσλ δεδνκέλσλ, 
ππνινγίδνπκε ην κέζν όξν (Dsurr), θαη ηελ ηππηθή απόθιηζεο (STDsurr) ησλ 
απνηειεζκάησλ. Σηε ζπλέρεηα, ππνινγίδνπκε ην  
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Όπνπ D είλαη ε δηάζηαζε ηεο ρξνλνζεηξάο καο  
Δάλ       , ηόηε ε ρξνλνζεηξά καο δηαθέξεη ζεκαληηθά από άιιεο κε ηα ίδηα 
ραξαθηεξηζηηθά, δηαθνξεηηθά δελ κπνξνύκε λα είκαζηε βέβαηνη όηη έρνπκε λα 
θάλνπκε κε ρακεινδηάζηαην ράνο. 
Με ηα αλαδηακνξθσκέλα δεδνκέλα κπνξνύκε λα δηαθξίλνπκε εάλ ε δηαδηθαζία καο 
είλαη ARMA(q,p), θπθιηθή κε ζόξπβν, ρακεινδηάζηαηε ρανηηθή κε ζόξπβν θηι. Αλ 
γηα νπνηνλδήπνηε ιόγν ρξεηαζηεί λα κεηαζρεκαηίζνπκε ηα αξρηθά καο δεδνκέλα (πρ 
πξώηεο δηαθνξέο), ηόηεο ζα πξέπεη λα κεηαζρεκαηίζνπκε ηα αλαδηακνξθσκέλα κε 
ηνλ ίδην ηξόπν. Τν λα θηηάμνπκε αλαδηακνξθσκέλα από ηα κεηαζρεκαηηζκέλα 
δεδνκέλα ζα καο νδεγήζεη ζε ιάζνο ζπκπεξάζκαηα. 
Σηνλ ηνκέα απηό, ηνπ ειέγρνπ δειαδή ηεο ζηαηηθήο ζεκαληηθόηεηαο ησλ 
απνηειεζκάησλ , έρνπλ γίλεη πνιιέο έξεπλεο θαη γίλνληαη αθόκα. Όρη ηόζν ζηελ 
εθηίκεζε ησλ δηαζηεκάησλ εκπηζηνζύλεο ηεο δηάζηαζεο ζπζρέηηζεο, αιιά 











Αθόκε θαη αλ θαηαθέξνπκε λα ιύζνπκε ην πξόβιεκα ησλ ιίγσλ δεδνκέλσλ (π.ρ. 
έρνπκε πάλσ από 10.000 παξαηεξήζεηο ) κέλεη λα αληηκεησπίζνπκε ην πξόβιεκα ηνπ 
ζνξύβνπ. Ο ζόξπβνο, όρη κόλν εκπνδίδεη λα δηαθξίλνπκε ηε δπλακηθή ηνπ 
ζπζηήκαηνο, αιιά πεξηνξίδεη θαη ηελ ηθαλόηεηα γηα έγθπξεο πξνβιέςεηο. Ο ζόξπβνο 
θαη νη πξνβιέςεηο δελ είλαη δύν πξάγκαηα μερσξηζηά. Κάζε θνξά πνπ ζέινπκε λα 
θάλνπκε κηα πξόβιεςε ζα πξέπεη εθηόο ησλ άιισλ λα ιάβνπκε ππόςε θαη ην ζόξπβν 
πνπ επηθξαηεί. Κάζε θνξά πνπ ζέινπκε λα κεηώζνπκε  ην ζόξπβν ζα πξέπεη λα 
ππνζέζνπκε όηη δελ θαηαζηξέθνπκε ηε δπλακηθή ηεο ρξνλνζεηξάο, ε νπνία δπλακηθή 
καο νδεγεί ζε ζσζηέο πξνβιέςεηο. 
Τα εξσηήκαηα είλαη πνιιά. Πόζν ηθαλά είλαη ηα θίιηξα ζην λα κεηώζνπλ ην ζόξπβν; 
κπνξνύκε κε βάζε ηε δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο λα κεηώζνπκε ην ζόξπβν, 
ηνπιάρηζην όηαλ ε δπλακηθή είλαη ρακειήο δηάζηαζεο; Μπνξεί ε δπλακηθή λα 
ππεξηζρύζεη ηνπ ζνξύβνπ; 
Γηαθξίλνπκε ηηο αθόινπζεο θαηαζηάζεηο : 
 Γλσξίδνπκε ην ζύζηεκα πνπ δίλεη ηε ρξνλνζεηξά. Μπνξνύκε ηόηε λα 
κεηώζνπκε ην ζόξπβν κέρξη ηελ αθξίβεηα κεραλήο. 
 Γλσξίζακε  ηε ρξνλνζεηξά ρσξίο ζόξπβν. Αο πνύκε όηη κεηξήζακε ζην 
παξειζόλ ην κέγεζνο θαη ππνζέηνπκε όηη, απηό πνπ κεηξήζακε ήηαλ ρσξίο 
ζόξπβν. Τώξα έρνπκε αθόκα κηα κέηξεζε θαη ζεσξνύκε όηη πεξηέρεη θάπνην 
πνζνζηό ζνξύβνπ. Καζαξίδνπκε ην θαηλνύξγην ζήκα πηζαλνθξαηηθά. 
Βξίζθνπκε ηε κεγαιύηεξε πηζαλόηεηα ηεο δεδνκέλεο ρσξίο ζόξπβν 
ρξνλνζεηξάο γηα λα ππνινγίζνπκε ηελ θαζαξή ρξνλνζεηξά. 
 Γελ γλσξίδνπκε ηίπνηα γηα ηελ δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο. Καζαξίδνπκε ην 
ζόξπβν βαδίδνληαο ηπθιά! Απηή είλαη θαη ε πξνζέγγηζε πνπ ζα θάλνπκε. Ο 
πεηξακαηηζηήο, ν νηθνλνκνιόγνο, πνπ δελ γλσξίδεη ζρεδόλ ηίπνηε γηα ηε 
δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο ζα πξέπεη λα επηιέμεη αλάκεζα ζε έλα πιήζνο 
κεζόδσλ πνπ δελ ζα πξέπεη λα είλαη επαίζζεηεο ζηηο παξακέηξνπο πνπ ζα 
ζέζεη. Οη ηξείο πξώηεο κέζνδνη πνπ ζα πεξηγξάςνπκε είλαη βαζηζκέλεο ζηε 
γεσκεηξία ηνπ παξάμελνπ ειθπζηή(geometry oriented), ελώ ε ηειεπηαία ζηε 
δπλακηθή ηεο ηξνρηάο ηνπ(trajectory oriented). 
Οριζμοί 
Γηαθξίλνπκε 2 είδε ζνξύβνπ αλάινγα κε ην αλ έρεη ή όρη επηδξάζεηο ζηηο 
κειινληηθέο ηηκέο ηεο ρξνλνζεηξάο: 
 Θόξπβνο ζηηο παξαηεξήζεηο(observational noise): Πξνέξρεηαη από ηα όξγαλα 
ησλ παξαηεξήζεσλ, ηελ έιιεηςε αθξίβεηαο. Τα πεπεξαζκέλα δεθαδηθά ςεθία 
πνπ πάηα δηαζέηνπκε γηα κηα παξαηήξεζε απνηεινύλ ζόξπβν. Τν 
ραξαθηεξηζηηθό απηνύ ηνπ είδνπο είλαη όηη, αθνύ επηδξάζεη ζηε ρξνλνζεηξά  
δελ έρεη επηπηώζεηο ζην κέιινλ. Με απηό ην είδνο ζα αζρνιεζνύκε παξαθάησ.  
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 Γπλακηθόο ζόξπβνο(dynamical noise): Έρεη ην ραξαθηεξηζηηθό όηη, 
ελζσκαηώλεηαη ζηε δπλακηθή  ηνπ ζπζηήκαηνο. Από ηε ζηηγκή πνπ ζα 
ελζσκαησζεί απνηειεί αλαπόζπαζην κέξνο ηεο ηηκήο ηεο ρξνλνζεηξάο θαη ζην 
κέιινλ ζα ρξεζηκνπνηείηαη ζηελ εμέιημε ηνπ ζπζηήκαηνο. 
Άιιεο δύν θαηεγνξίεο ζνξύβνπ αλάινγα κε ην πώο επηδξά είλαη νη αθόινπζεο: 
 Πξνζζεηηθόο (addictive): Οη ηπραίεο παξαηεξήζεηο πξνζηίζεληαη ζηε 
ρξνλνζεηξά. Όιεο νη κέζνδνη κε ηηο νπνίεο ζα αζρνιεζνύκε παξαθάησ 
ζεσξνύλ πξνζζεηηθό ζόξπβν. 
 Πνιιαπιαζηαζηηθόο (multiplicative): Οη ηπραίεο παξαηεξήζεηο 
πνιιαπιαζηάδνληαη ζηηο ηηκέο ηεο ρξνλνζεηξάο. 
Δπίζεο, ζόξπβν ζα κπνξνύζακε λα πνύκε ην ιάζνο θαηά ηε κεηαθνξά ησλ 
αξηζκώλ ζηνπο ηόπνπο απνζήθεπζεο. Αιιά είλαη πνιύ πεξηνξηζκέλν ην είδνο 
απηνύ ηνπ ζνξύβνπ θαη ην αθήλνπκε έμσ από ηελ αλάιπζε. Μπνξνύκε λα ην 
εληάμνπκε ζην πξώην είδνο πνπ αλαθέξακε.  
Θόξπβνο ζηηο ρξεκαηννηθνλνκηθέο ρξνλνζεηξέο  είλαη νη κηθξέο απνθιίζεηο 
από ηελ αλακελόκελε ηηκή πνπ νθείινληαη ζε δηάζπαξηεο πιεξνθνξίεο πνπ 
επεξεάδνπλ άιινπο επελδπηέο ιίγν θαη άιινπο πνιύ. Μεξηθά από απηά 
ελζσκαηώλνληαη κέζα ζηε ρξνλνζεηξά θαη ρξεζηκνπνηνύληαη μαλά σο 
πιεξνθνξία γηα ηηο επόκελεο πεξηόδνπο. Οη επελδπηέο πνπ επεξεάδνληαη 
πεξηζζόηεξν είλαη απηνί πνπ έρνπλ βξαρπρξόληνπο νξίδνληεο ξεπζηνπνίεζεο. 
Σηνλ πξαγκαηηθό θόζκν, ζα πξέπεη λα ππνινγίζνπκε θαη έλαλ ηπραίν 
(ζηνραζηηθό) παξάγνληα ε(t) ν νπνίνο επεξεάδεη ηε ρξνλνζεηξά. Έηζη, αληί λα 
παξαηεξήζνπκε x(t) ηειηθά παξαηεξνύκε  
                                                                                                      (33) 
Δδώ έρνπκε λα θάλνπκε κε ζόξπβν από παξαηεξήζεηο πνπ δξα πξνζζεηηθά. Ο 
ζθνπόο ησλ κεζόδσλ πνπ ζα πεξηγξάςνπκε είλαη λα δηαρσξίζνπκε  ην y(t) ζην 
ρ(t) θαη ζην ε(t). Αθνύ ππνινγίζνπκε ην ρ(t), ηόηεο είλαη πνιύ πην εύθνιν λα 
κάζνπκε γηα ηε δπλακηθή ηνπ ζπζηήκαηνο s(t).  
                                                                                                      (34) 
 Τν ε(t) ππνζέηνπκε όηη αθνινπζεί θαλνληθή, αλ θαη ζηελ πξαγκαηηθόηεηα ε 
θαηαλνκή ηνπ καο είλαη άγλσζηε. 
                
                                                                                           (35) 
Οξίδνπκε σο ιόγν ζνξύβνπ πξνο ζήκα (noise-to-signal ratio) ηελ πνζόηεηα  




                                                                                                                    (36) 
Όπνπ : ζε είλαη ε ηππηθή απόθιηζε ηνπ ζνξύβνπ 
44 
 
ζρ είλαη ε ηππηθή απόθιηζε ηεο ρσξίο ζόξπβν ρξνλνζεηξάο  
   Δλαιιαθηηθά ρξεζηκνπνηνύκε ην ιόγν ζήκαηνο πξνο ζόξπβν (signal-to-noise ratio) 
ηελ πνζόηεηα  
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Η ηζρπξόηεηα ηνπ ζήκαηνο κεηξηέηαη θαη ζε decibel(dB) 






Γηαθξίλνπκε ηηο πξνβιέςεηο ζε βξαρπρξόληεο θαη καθξνρξόληεο. Σηηο καθξνρξόληεο 
πξνβιέςεηο καο ελδηαθέξεη λα κάζνπκε πώο πεξίπνπ ζα θπκαλζεί ε ρξνλνζεηξά, ελώ 
ζηηο βξαρπρξόληεο πξνβιέςεηο καο ελδηαθέξεη ε αθξίβεηα ησλ απνηειεζκάησλ. 
Σρεηηθά κε ηηο καθξνρξόληεο πξνβιέςεηο, κηα ζηάζηκε ρξνλνζεηξά γλσξίδνπκε πνιύ 
θαιά πνύ πεξίπνπ ζα θπκαλζεί. Αλακέλεηαη λα αθνινπζήζεη ην ζηαζεξό κέζν όξν 
γύξσ από ηνλ νπνίν θπκαίλεηαη. Τν ελδηαθέξνλ καο ζα επηθεληξσζεί ζηηο 
βξαρπρξόληεο πξνβιέςεηο θαη, πεξηζζόηεξν ζηε πξόβιεςε ηεο επόκελεο ηηκήο ηεο 
ρξνλνζεηξάο. 
Ο εθηηκεηήο ζθάικαηνο πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε νξίδεηαη 
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όπνπ:   είλαη ε ηηκή πνπ πξνβιέςακε γηα ηελ αληίζηνηρε ηηκή ρ ηεο ρξνλνζεηξάο  
            είλαη ν κέζνο όξνο όισλ ησλ παξαηεξήζεσλ κέρξη θαη ηελ ηηκή ρ ηεο 
ρξνλνζεηξάο. 
Ο εθηηκεηήο απηόο δεκηνπξγήζεθε ζύκθσλα κε ηελ εμήο ζθέςε: εάλ ε ρξνλνζεηξά 
είλαη ηπραία ηόηε ε θαιύηεξε πξόβιεςε πνπ κπνξνύκε λα πάξνπκε είλαη ν κέζνο 
όξνο. Τν Δ ζα πξέπεη λα θπκαίλεηαη ζην δηάζηεκα (0,1), ελώ ζεσξεηηθά θπκαίλεηαη 
ζην δηάζηεκα       . Δ=0 ζεκαίλεη όηη νη πξνβιέςεηο καο είλαη απόιπηα αθξηβείο. 
Όηαλ     ηόηε νη πξνβιέςεηο καο δε δηαθέξνπλ πνιύ ζε αθξίβεηα από ην λα 
δερηνύκε ην κέζν όξν ζαλ πξόβιεςε. Απηό ζεκαίλεη όηη πηζαλόηαηα λα έρνπκε λα 
θάλνπκε κε ηπραία ρξνλνζεηξά. Τν ππόδεηγκα AR(1) ζα είλαη ην κέηξν ζύγθξηζεο. 
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Δκείο ζα πεξηγξάςνπκε ηηο ηνπηθέο γξακκηθέο (local linear) πξνβιέςεηο, ηηο 
πξνβιέςεηο κε RBFs θαη ηηο πξνβιέςεηο κε ηνπηθό ζηαζκηζκέλν όξν(local weighted 
average). Όιεο έρνπλ κηα θνηλή βάζε: παξαηεξνύλ ηε λέα ζέζε ησλ θνληηλόηαησλ 
γεηηόλσλ ηνπ ζεκείνπ πνπ ζέινπκε λα πξνβιέςνπκε έηζη, ώζηε λα απνθαζίζνπλ 
πνηα ζα είλαη ε πξνβιεπόκελε ηηκή. 
Γηα πξόβιεςε ζε παξαπάλσ από 1 βήκα (αο πνύκε p βήκαηα) ζην κέιινλ ππάξρνπλ 
δύν δηαθνξεηηθέο αληηκεησπίζεηο: 
1. Απεπζείαο(direct): πξνβιέπνπκε έρνληαο θαηαγξάςεη ηε ζέζε ησλ 
θνληηλόηαησλ γεηηόλσλ κεηά από p βήκαηα ζην κέιινλ. 
2. Δπαλαιεπηηθή(iterative): Πξνβιέπνπκε ηελ επόκελε ζέζε, ζηε ζπλέρεηα 
βξίζθνπκε ηνπο θνληηλόηαηνπο γείηνλεο ηεο λέαο ζέζεο, θαη 
επαλαιακβάλνπκε ηε δηαδηθαζία απηή γηα ηηο ππόινηπεο p-1 θνξέο. 
Τοπικές γραμμικές  
Ο πην απιόο ηξόπνο γηα λα πξνβιέςνπκε ηε ρξνλνζεηξά είλαη ν εμήο: από ην 
ηειεπηαίν ζεκείν ζα βξνύκε ηνλ θνληηλόηαην γείηνλα θαη ε λέα ηνπ ηηκή ζα είλαη θαη 
ε πξόβιεςε πνπ ζα θάλνπκε. Όηαλ ην κήθνο ηεο ρξνλνζεηξάο ηείλεη ζην άπεηξν, ηόηε 
ν θνληηλόηαηνο γείηνλαο ζα βξίζθεηαη απείξσο θνληά ζην ηειεπηαίν ζεκείν θαη ην 
ζθάικα ζα ηείλεη ζην 0. Όια ηα παξαπάλσ ηζρύνπλ ππό ηελ απνπζία ηνπ ζνξύβνπ. 
Όκσο, ε πεπεξαζκέλε (πνιιέο θνξέο κηθξή )ρξνλνζεηξά πνπ δηαζέηνπκε θαη ε 
παξνπζία ηνπ ζνξύβνπ, έδσζαλ ώζεζε ζηελ αλάπηπμε κεζόδσλ όπσο απηέο 
παξαθάησ. 
Η κέζνδνο ησλ Farmer & Sidorowich, πνπ ρξνλνινγείηαη από ην 1987, ιακβάλεη 
ππόςε όρη κόλν ηελ θίλεζε ηνπ θνληηλόηαηνπ γείηνλα, αιιά θαη ηελ θίλεζε όιεο ηεο 
γεηηνλίαο ηνπ ζεκείνπ πνπ ζέινπκε λα πξνβιέςνπκε. Με ηνλ ηξόπν απηό, αλ ν 
θνληηλόηαηνο γείηνλαο, ιόγσ ζνξύβνπ, κεηαθηλεζεί πξνο δηαθνξεηηθή θαηεύζπλζε 
από ηελ θαηεύζπλζε ηεο γεηηνλίαο , ηόηε ην ζθάικα πνπ ζα κπνξνύζακε λα θάλνπκε 
ζα είλαη αξθεηά κεησκέλν. Η κέζνδνο(OLS) ζπλνςίδεηαη ζηα παξαθάησ βήκαηα: 
1. Γηα ην ηειεπηαίν ζεκείν ρΤ δηαιέγνπκε ηνπο k θνληηλόηαηνπο γείηνλεο xj, 
j=1(1)k. Φξεζηκνπνηνύκε ηελ Δπθιείδεηα λόξκα. (Η ηειεπηαία παξαηήξεζε 
ηεο ρξνλνζεηξάο είλαη ε xT+(m-1)T≡xN.) 
2. Φηηάρλνπκε έλα γξακκηθό ζύζηεκα k εμηζώζεσλ κε m αγλώζηνπο. Οη 
γξακκέο ηνπ πίλαθα ησλ ζπληειεζηώλ Α είλαη ζπληζηώζεο ησλ xj. To 
δηάλπζκα ησλ απνηειεζκάησλ b είλαη ε ζπληζηώζα m ηνπ δηαλύζκαηνο xj+1. 
3. Λύλνπκε ην γξακκηθό ζύζηεκα Ac=b κε SVD. Τν ζύζηεκα είλαη ζπλήζσο 
ππεξνξηζκέλν (overdetermined), θαη κέζσ ηεο SVD ιύλεηαη κε ηελ κέζνδν 
ησλ ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ. 
4. Η πξνβιεπόκελε ηηκή είλαη  
                   
 




 Παξνπζηάδεηαη μαλά ε ίδηα κέζνδνο θαη πνιιέο εθαξκνγέο ηεο. 
 Η δηάζηαζε εκβύζηζεο (m) πνπ ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε γηα ηελ αλαθαηαζθεπή 
ζα πξέπεη λα είλαη αξθεηά κεγάιε . 
 Τν πιήζνο ησλ k θνληηλόηαησλ γεηηόλσλ ζα πξέπεη λα είλαη      . 
 Αλ πάξνπκε παξά πνιινύο θνληηλόηαηνπο γείηνλεο, μεθεύγνπκε από ηε 
κειέηε ηεο γεηηνλίαο θαη ηα απνηειέζκαηα καο ράλνπλ ηελ αθξίβεηά ηνπο. 
 Δκπεηξηθά απνηειέζκαηα εθαξκνγώλ κε πςειόηεξνπ βαζκνύ πνιπώλπκα δελ 
είραλ θάπνηα ζεκαληηθή βειηίσζε ζηα απνηειέζκαηα ησλ πξνβιέςεσλ. 
 
Πξνηάζεθαλ παξαιιαγέο ηεο κεζόδνπ απηήο πνπ ρξεζηκεύνπλ όηαλ ππάξρεη 
ζόξπβνο ζηε ρξνλνζεηξά. Δκείο από όιεο απηέο ζα αλαιύζνπκε ηελ Παιηλδξόκεζε 
Κπξίσλ ζπληζησζώλ (Principal Components Regression, PCR). Τν βαζηθό πξόβιεκα 
κε απηή ηε κέζνδν είλαη ε ζσζηή επηινγή γεηηόλσλ. Θα πξέπεη λα δηαιέμνπκε 
γείηνλεο νη νπνίνη ζα έρνπλ κηα ζαθή δπλακηθή. Έρνπκε αθόκε κηα παξαιιαγή πνπ 
θαηά θάπνην ηξόπν ιύλεη ην πξόβιεκα ηεο θαθήο επηινγήο ησλ γεηηόλσλ. 
Δμνκαιύλεη ηε ρξνλνζεηξά κε ην λα κεδελίδεη ηηο πςειέο ζπρλόηεηεο ζε ρξνληθά 
παξάζπξα 32 ή 64 παξαηεξήζεσλ. Σηε ζπλέρεηα ρξεζηκνπνηεί PCR. 
Δίλαη πξνθαλέο όηη ην b έρεη ζόξπβν. Όζν πην θαιά κπνξέζνπκε λα 
αλαθαηαζθεπάζνπκε ην θαζαξό b κε ην πνιιαπιαζηαζκό Ac ηόζν κηθξαίλεη ην 
ζθάικα καο. Γηα λα απνθύγνπκε ηηο κεγάιεο δηαθπκάλζεηο ζην b, πνπ πξνθαλώο 
είλαη ν ζόξπβνο, αξθεί λα κε ιάβνπκε ππόςε καο ηηο ηειεπηαίεο ηδηάδνπζεο ηηκέο. 
Απηέο αληηζηνηρνύλ ζηα ηειεπηαία ηδηάδνληα δηαλύζκαηα ηα νπνία έρνπλ ηε 
κεγαιύηεξε δηαθύκαλζε. 
Μηα δεύηεξε παξαιιαγή, πνπ δίλεη παξόκνηα απνηειέζκαηα κε ηελ PCR, είλαη ε 
Παιηλδξόκεζε Πιαγίαο(Ridge regression,RR). 
Με ηελ παξαιιαγή απηή δελ αγλννύκε θάπνηεο ηδηάδνπζεο ηηκέο θαη ηηο ππόινηπεο ηηο 
θξαηάκε ζην αθέξαην, όπσο θάλακε κε ηελ PCR. Αληίζεηα, κεηώλνπκε πεξηζζόηεξν 
ηηο ιηγόηεξν ζεκαληηθέο (κηθξέο) ηδηάδνπζεο ηηκέο, ελώ κεηώλνπκε ιηγόηεξν ηηο 
πεξηζζόηεξν ζεκαληηθέο (κεγάιεο). 
Η RR δέρεηαη κηα παξάκεηξν    ζην δίαζηεκα       . Όηαλ κ2=0 ε RR εθθπιίδεηαη 
ζε OLS ελώ όηαλ      ην απνηέιεζκα πνπ παίξλνπκε είλαη ν κέζνο όξνο ηνπ b. 
Γηα απιόηεηα, κπνξνύκε λα δώζνπκε ζην κ ηελ ηηκή ελόο πνζνζηνύ ηνπ 
αζξνίζκαηνο ησλ ηεηξαγώλσλ ησλ  ηδηαδνπζώλ ηηκώλ ηνπ Α. Η θάζε ηδηάδνπζα ηηκή 
ζη πνιιαπιαζηάδεηαη κε έλα ζπληειεζηή  
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έηζη ώζηε, όηαλ αληηζηξέθεηαη γηα λα ζπκβάιεη ζηε ιύζε ηνπ ζπζηήκαηνο ησλ 
γξακκηθώλ εμηζώζεσλ, ε ηηκή ηνπ ζπξξηθλώλεηαη. 
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Ακηινικές Σσναρηήζεις Βάζης 
Δδώ ην ζθεπηηθό αιιάδεη. Φξεηαδόκαζηε κηα πνιηηηθή γηα ηελ ηνπνζέηεζε ησλ 
θέληξσλ, κηα αθηηληθή ζπλάξηεζε βάζεο (RBF) θαη λα απνθαζίζνπκε αλ ζα έρνπκε 
νιηθή ή ηνπηθή πξνζέγγηζε. Η κέζνδνο πξνηάζεθε σο νιηθή κε ηνπνζέηεζε ελόο 
θέληξνπ πάλσ ζε θάζε ζεκείν ηνπ ρώξνπ ησλ θάζεσλ αιιά ε ππνινγηζηηθή ηζρύο 
πνπ ρξεηαδόηαλ ήηαλ ηεξάζηηα. Όηαλ εθαξκόζηεθε γηα πξώηε θνξά, ε πξνζέγγηζε 
ήηαλ ηνπηθή κε ηνπνζέηεζε θέληξσλ πάλσ ζηνπο θνληηλόηαηνπο γείηνλεο. Μηα από 
ηηο RBFs πνπ πξνηάζεθαλ είλαη ε  
             
 
                                                                                         (42) 
Απηή ζα ρξεζηκνπνηήζνπκε θαη παξαθάησ. Τν c ζα είλαη ν κέζνο όξνο ησλ 
απνζηάζεσλ ηνπ ρ από ηα ρj. Θα πξέπεη β>0 γηα λα έρεη ε κέζνδνο ηελ ηδηόηεηα λα 
κπνξεί λα ρξεζηκνπνηεζεί ηνπηθά. Η κέζνδνο ζπλνςίδεηαη ζηα παξαθάησ βήκαηα: 
1. Γηα ην ηειεπηαίν ζεκείν ρΤ δηαιέγνπκε ηνπο k θνληηλόηαηνπο γείηνλεο ρj, 
j=1(1)k. Φξεζηκνπνηνύκε ηελ Δπθιείδεηα λόξκα. (Η ηειεπηαία παξαηήξεζε 
ηεο ρξνλνζεηξάο είλαη ε             .) 
2. Τνπνζεηνύκε έλα θέληξν πάλσ ζην θάζε θνληηλόηαην γείηνλα. 
3. Φηηάρλνπκε έλα γξακκηθό ζύζηεκα k εμηζώζεσλ κε k αγλώζηνπο. Η γξακκή 
i ηνπ πίλαθα ησλ ζπληειεζηώλ Α είλαη Φj(xi)από ηελ ζρέζε (42). Τν 
δηάλπζκα ησλ απνηειεζκάησλ b είλαη ε ζπληζηώζα m ηνπ δηαλύζκαηνο ρj+1. 
4. Θα πξέπεη λα εμαζθαιίζνπκε όηη ην b έρεη κέζν όξν 0. Αθαηξνύκε ινηπόλ ην 
κέζν όξν ηνπ b από θάζε ζπληζηώζα ηνπ. 
5. Λύλνπκε ην γξακκηθό ζύζηεκα Ac=b. Πξνηείλεηαη ε SVD. 
6. Η πξνβιεπόκελε ηηκή είλαη ην εζσηεξηθό γηλόκελν ηνπ Xj(xT) κε ην c ζπλ ν 
κέζνο όξνο πνπ αθαηξέζακε ζην 40 βήκα, δειαδή  
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Δκηίμηζη Πσκνόηηηας Πσρήνα 
Η κέζνδνο εθηίκεζεο ππθλόηεηαο ππξήλα (kernel density estimation,KDE) είλαη ιίγν 
πην απιή από ηηο ηνπηθέο γξακκηθέο πξνβιέςεηο. Δίλαη νπζηαζηηθά έλαο 
ζηαζκηζκέλνο κέζνο όξνο. Η κέζνδνο ζπλνςίδεηαη ζηα παξαθάησ βήκαηα: 
1. Γηα  ην ηειεπηαίν ζεκείν ρΤ δηαιέγνπκε ηνπο k θνληηλόηαηνπο γείηνλεο ρj, 
j=1(1)k. Φξεζηκνπνηνύκε ηελ Δπθιείδεηα λόξκα. (Η ηειεπηαία παξαηήξεζε 
ηεο ρξνλνζεηξάο είλαη ε              .) 
2. Σηηο απνζηάζεηο rj δίλεηαη κηα βαξύηεηα 




                                                                                                   (44) 
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όπνπ c είλαη ν κέζνο όξνο ησλ ri 
ή νπνηαδήπνηε άιιε βαξύηεηα πνπ θζίλεη γξήγνξα ζην 0+ όζν κεγαιώλεη ε 
απόζηαζε ri. 
3. Σηαζκίδνπκε ηηο βαξύηεηεο έηζη ώζηε       
   
     
      
 
   
                                                                                                         (45) 
4. Η πξόβιεςε δίλεηαη από ηνλ ηύπν 
                   
 
                                                                                       (46) 
Η κέζνδνο απηή έρεη δηάθνξεο παξαιιαγέο. Καη βιέπνπκε πνπ έρεη ηνλ πεξηνξηζκό 
k=m+1 θαη ηα ρj λα πεξηθιείνπλ ην ρΤ. Ο πεξηνξηζκόο λα πεξηθιείνπλ θάλεη ηε 
κέζνδν πνιύ αξγή θαζώο απμάλεηαη ην m. Σε κηα άιιε κέζνδν, πνπ ππνινγίδεη όια 
ηα ζεκεία ηεο ρξνλνζεηξάο (k=T-p) κε θύξηα βαξύηεηα ζην θνληηλόηεξα. Γίλνληαο 
ζεκαζία ζε όια ηα ζεκεία ηνπ ρώξνπ ησλ θάζεσλ, έζησ θαη κηθξή, ράλεη ε κέζνδνο 
ηελ αθξίβεηα ηεο θαη εμαξηάηαη από ππνθεηκεληθνύο παξάγνληεο. Δκείο ιίγν πην 
πάλσ δώζακε ηα θνηλά ζεκεία ησλ παξαιιαγώλ πνπ είλαη θαη ε θαιύηεξε 
αληηζηάζκηζε κεηαμύ ρξόλνπ επεμεξγαζίαο θαη αθξίβεηαο. Βιέπνπκε ζύκθσλα κε ηε 
κέζνδν απηή όηη: ε πξόβιεςε δίλεηαη από ην κέζν όξν ησλ κεηαθηλνύκελσλ 
ζεκείσλ, ζηαζκηζκέλν σο πξνο ηελ αξρηθή απόζηαζε. 
 
Οι προβλέυεις ζηις τρημαηοοικονομικές τρονοζειρές  
Σρεηηθά κε ηηο ρξεκαηννηθνλνκηθέο ζεηξέο, πνπ ηέηνηεο είλαη θαη νη ζεηξέο ηεο 
λαπιαγνξάο, ην ελδηαθέξνλ είλαη ζηξακκέλν ζηηο κεζόδνπο ηεο κε γξακκηθήο 
δπλακηθήο θαη ησλ ηερληηώλ λεπξσληθώλ δηθηύσλ. Μαο απαζρνιεί θπξίσο αλ ηζρύεη 
ε ππόζεζε ηνπ ηπραίνπ πεξηπάηνπ. Η ππόζεζε απηή, ζηελ αζζελή ηεο κνξθή, ζέηεη 
όηη  
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όπνπ : ρt είλαη ν ινγάξηζκνο ηεο ηηκήο ηε ρξνληθή ζηηγκή t 
          εt είλαη κηα δηαδηθαζία ιεπθνύ ζνξύβνπ 
Η κε γξακκηθή ζεώξεζε ησλ πξαγκάησλ πεγάδεη από ην γεγνλόο όηη: όινη νη 
επελδπηέο δελ ζθέπηνληαη κε ηνλ ίδην ηξόπν. Γηα παξάδεηγκα, άιινη έρνπλ 
καθξνπξόζεζκεο βιέςεηο, άιινη κεζνπξόζεζκεο θαη άιινη βξαρππξόζεζκεο. Δπίζεο, 
θάπνηα πιεξνθνξία έλαο επελδπηήο κπνξεί λα ηελ εθιάβεη σο επθαηξία ελώ άιινο 
λα ηελ εθιάβεη σο απεηιή. Άιινη επελδπηέο πάιη, θνβνύληαη πεξηζζόηεξν ηελ 
πηώζε ηεο αμίαο ηνπ ραξηνθπιαθίνπ ηνπο ελώ άιινη ηε θνβνύληαη ιηγόηεξν. Πόζν 
ηθαλέο όκσο είλαη νη ππάξρνπζεο κε γξακκηθέο κέζνδνη λα πξνβιέςνπλ ηηο 
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ρξεκαηννηθνλνκηθέο ρξνλνζεηξέο; Οη αλαθνξέο καο δίλνπλ κηα πξώηε γεύζε ηεο 
ηθαλόηεηαο απηήο. Τν ζπκπέξαζκα πνπ βγαίλεη από ηηο αλαθνξέο απηέο είλαη όηη 
πεξίπνπ κέρξη ην 20 % ηεο δηαθύκαλζεο εμεγείηαη (πξνβιέπεηαη) από ηε κε 
γξακκηθή δπλακηθή. Τν ππόινηπν 80%, ίζσο θαη παξαπάλσ πνπ απνκέλεη είλαη 
ζόξπβνο. 
Οη Bajo-Rubio et al(Bajo-Rubio et al., 1992) ( επηρείξεζαλ πξόβιεςε εθηόο 
δείγκαηνο (forecast) κε ηελ απιή κέζνδν (Farmer& Sidorowich). Τα απνηειέζκαηα 
πνπ δίλνπλ είλαη ζεκαληηθά θαιύηεξα από ην RW. Σηα απνηειέζκαηα επίζεο 
παξαηεξνύκε κεγάιε αλνκνηνκνξθία. Τν θαιύηεξν Δ πνπ πέηπραλ ήηαλ πεξίπνπ 
50%. 
Οη Diebold& Nason(Diebold& Nason, 1990) ρξεζηκνπνίεζαλ ηνπηθνύο 
ζηαζκηζκέλνπο κέζνπο όξνπο γηα πξόβιεςε εβδνκαδηαίσλ ηηκώλ ζπλαιιάγκαηνο 
εληόο θαη εθηόο δείγκαηνο. Σε αξθεηέο πεξηπηώζεηο ν ηπραίνο πεξίπαηνο έδσζε 
θαιύηεξεο πξνβιέςεηο. Τν θύξην ραξαθηεξηζηηθό ηεο πξνζπάζεηαο απηήο είλαη όηη 
έγηλαλ πνιιέο δνθηκέο ζηηο ειεύζεξεο παξακέηξνπο. Από ην γεγνλόο απηό, θαηά 
ζπλέπεηα, καο δίλεηαη ε δπλαηόηεηα λα πάξνπκε κηα ζπλνιηθή εηθόλα ηεο 
θαηάζηαζεο γηα ηε ρξνλνζεηξά πνπ δνθίκαζαλ. 
Σηελ πεξίπησζε ησλ jaditz & Sayers ε βειηίσζε είλαη έλα κηθξό πνζνζηό ηνπ 
ηπραίνπ πεξηπάηνπ(πεξίπνπ 8%). Η ζπλεηζθνξά ησλ ηνπηθώλ γξακκηθώλ κεζόδσλ 
ζηελ πξόβιεςε δελ είλαη επδηάθξηηε. 
Οη Lisi & Schiavo(Lisi & Schiavo, 1999) ρξεζηκνπνηήζαλε ηελ παξαπάλσ 
ηξνπνπνηεκέλε κέζνδν ζπγθξίλνληάο ηε κε ηερλεηά λεπξσληθά δίθηπα(ΤΝΓ). Τν 
ζπκπέξαζκα ήηαλ όηη έρνπκε θαιύηεξα απνηειέζκαηα ζε ζρέζε κε ηνλ ηπραίν 
πεξίπαην θαη κε ηε ρανηηθή κέζνδν θαη κε ηα ΤΝΓ. Δπίζεο ηα ΤΝΓ έδσζαλ 
ειαθξώο θαιύηεξα απνηειέζκαηα. 
Αλ ππνζέζνπκε όηη ζέηνπκε ζε θάζε ρξεκαηννηθνλνκηθή ρξνλνζεηξά ρξνληθή 
πζηέξεζε ίζε κε 1, ην κόλν πνπ NSR. Σην θεθάιαην ην ζρεηηθό κε ηε κείσζε 
ζνξύβνπ, είδακε ην πσο κπνξνύκε λα εθηηκήζνπκε ην NSR. Σην θεθάιαην ην 
ζρεηηθό κε ηηο δηαζηάζεηο είδακε ην πσο κπνξνύκε λα αλαγλσξίζνπκε ηε ζσζηή 










Κεθάλαιο 4  
Σην θεθάιαην απηό παξαηίζεληαη ηα πεηξακαηηθά ζηνηρεία πνπ εμάρζεθαλ από ηελ 
ρξήζε ηνπ πξνγξάκκαηνο NLTSA γηα ηελ δηεξεύλεζε ηνπ εάλ παξνπζηάδεη ε 
ρξνλνζεηξά ησλ spot ηηκώλ ησλ Sueszmax tanker, κε δείθηε UKC - ECC 130K 
DTY κηαο δεθαεηίαο πεξίπνπ, ρανηηθή ζπκπεξηθνξά.   
Σε απηό ην ζεκείν πξέπεη λα απνζαθεληζηνύλ νη έλλνηεο ησλ παξαπάλσ δεηθηώλ. Ο 
δείθηεο UKC-ECC θαλεξώλεη ηελ δηαδξνκή πάλσ ζηελ νπνία θηλνύληαη ηα πινία, 
ηα νπνία έρνπλ σο αθεηεξία ηηο αθηέο ηεο Μεγάιεο Βξεηαλίαο θαη σο πξννξηζκό ηηο 
αλαηνιηθέο αθηέο ησλ Ηλσκέλσλ Πνιηηεηώλ. Ο δείθηεο 130Κ θαλεξώλεη ην βάξνο 
ηνπ σθέιηκνπ θνξηίνπ (deadweight) ην νπνίν αλέξρεηαη κέγηζηα ζε εθαηό ηξηάληα 
ρηιηάδεο ηόλνπο. Τν DTY ζπκβνιίδεη όηη ν δείθηεο απηόο εκπεξηέρεη ηηο αθάζαξηεο 
δηαδξνκέο (dirty routes). Γηα ηελ δεκνζίεπζε ηνπ παξαπάλσ δείθηε, ηα 
ρξεκαηηζηήξηα έρνπλ αλαζέζεη ζε εηαηξίεο κεζηηώλ (Shipbrokers) ηελ θαζεκεξηλή 
εθηίκεζε ησλ δηαδξνκώλ. Η βαζηθή ππνρξέσζε ησλ εηαηξηώλ απηώλ, νη νπνίεο 
ιεηηνπξγνύλ αλεμάξηεηα κεηαμύ ηνπο, είλαη λα εθηηκήζνπλ θαη λα πξνζδηνξίζνπλ ην 
επίπεδν ηεο αγνξάο ζε θαζεκεξηλή βάζε γηα θάζε δείθηε θαη θπζηθά γηα ηηο 
δηαδξνκέο  πνπ νξίδνπλ ηα Φξεκαηηζηήξηα. Οη εηαηξίεο απηέο απνηεινύλ γηα ηα 
Φξεκαηηζηήξηα ηνπο εθηηκεηέο (panelists), εθείλνπο ηνπο ζπλεξγάηεο δειαδή πνπ 
δεκνζηεύνπλ ηνπο δείθηεο. Η επηινγή ησλ εηαηξηώλ απηώλ γίλεηαη κε βάζε ηα 
παξαθάησ θξηηήξηα: 
 Όπσο αλαθέξζεθε θαη παξαπάλσ πξόθεηηαη θπξίσο γηα εηαηξίεο κεζηηώλ 
(shipbrokers). 
 Οη εθηηκεηέο ζα πξέπεη λα είλαη αληαγσληζηηθέο θαη επαγγεικαηηθέο εηαηξίεο, 
νη νπνίεο είλαη ελεξγά ζπκκέηνρεο ζηηο αγνξέο γηα ηηο νπνίεο εθδίδνπλ 
αλαθνξέο, κε ην θαηάιιειν πάληα πξνζσπηθό γηα ην ξόιν απηό. 
 Τα Φξεκαηηζηήξηα πξνζπαζνύλ λα δηαηεξήζνπλ έλα γεσγξαθηθό 
δηαζθνξπηζκό ησλ εθηηκεηώλ. 
 Τα Φξεκαηηζηήξηα πξνζπαζνύλ λα απνθύγνπλ ηνλ δηνξηζκό εθηηκεηώλ, νη 
νπνίνη είλαη απνθιεηζηηθνί αληηπξόζσπνη λαπισηώλ, νη νπνίνη επεξεάδνπλ 
ζε ζεκαληηθό βαζκό ην ζρεηηθό εκπόξην (νπζηαζηηθά ηηο ζπγθεθξηκέλεο 
δηαδξνκέο). 
Η επηινγή ησλ δηαδξνκώλ πνπ θαζνξίδνπλ ηνπο δείθηεο, θαζώο θαη ην εηδηθό βάξνο 
ηεο θάζε δηαδξνκήο γίλεηαη από ηα Φξεκαηηζηήξηα. Πσο όκσο θάλνπλ ηηο εθηηκήζεηο 
ηνπο νη εθηηκεηέο; Γηα λα δώζνπλ ηηο εθηηκήζεηο ηνπο νη  εθηηκεηέο, ιακβάλνπλ ππόςε 
ηνπο όιεο ηηο πιεξνθνξίεο ηεο αγνξάο πνπ είλαη δηαζέζηκεο ζ’απηνύο ζε θαζεκεξηλή 
βάζε ηελ ώξα ηεο αλαθνξάο ηνπο ζηα δηάθνξα ρξεκαηηζηήξηα, νη νπνίεο βέβαηα 
πξέπεη λα είλαη πξνζαξκνζκέλεο ζηνπο θαλόλεο ηεο δηαδξνκήο. Οη εθηηκεηέο πξέπεη 
λα ιακβάλνπλ ππόςε ηνπο ηα παξαθάησ: 
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 Τα ηειεπηαία ζπκβόιαηα πξνο δηαπξαγκάηεπζε, θξίλνληαο κόλνη ηνπο ηε 
ζπζρέηηζε ησλ πιεξνθνξηώλ απηώλ κε ηνπο δείθηεο. 
 Τηο ηξέρνπζεο δηαπξαγκαηεύζεηο, κε μερλώληαο ηελ άκεζε επηξξνή πνπ 
κπνξνύλ λα έρνπλ ζηελ αγνξά. 
 Τελ πξνζθνξά θαη ηε δήηεζε, ησλ πινίσλ θαη ηνπ θνξηίνπ αληίζηνηρα. 
Οη εθηηκεηέο ζα πξέπεη λα κελ ιακβάλνπλ ππόςε ηνπο ηα παξαθάησ: 
 Τηο νπνηεζδήπνηε ππνζέζεηο γηα ηα θίλεηξα ησλ απνθάζεσλ ηόζν ησλ 
λαπισηώλ όζν θαη ησλ πινηνθηεηώλ γηα θάπνην ζπγθεθξηκέλν ζπκβόιαην. 
 Μειινληηθέο θηλήζεηο ηεο αγνξάο νη νπνίεο δελ έρνπλ ζρέζε κε απηά πνπ έλαο 
εθηηκεηήο εθηηκάεη. 
Αμίδεη ζε απηό ην ζεκείν λα αλαθεξζνύκε ζηηο πξαθηηθέο πνπ ρξεζηκνπνηνύληαη γηα 
ηελ απνθπγή ηεο θαθήο δηαρείξηζεο ηε αγνξάο. Ούηε ηα ρξεκαηηζηήξηα αιιά νύηε θαη 
νη ππάιιεινί ηνπο έρνπλ ην δηθαίσκα λα δηαπξαγκαηεπηνύλ ζε θάπνηα αγνξά 
κειινληηθώλ λαύισλ (freight futures market). Δπίζεο δελ ζα πξέπεη λα δηαζέζνπλ 
νπνηαδήπνηε πιεξνθνξία πνπ λα πξνέξρεηαη από ηηο αλαθνξέο ησλ εθηηκεηώλ ή λα 
επηηξέςνπλ ηελ απνθάιπςε ηεο ηαπηόηεηαο θάπνηνπ εθηηκεηή ζε νπνηνδήπνηε 
εμσηεξηθό θνξέα από ηα ρξεκαηηζηήξηα, ή ζε εηδηθέο πεξηπηώζεηο ζηνπο δηεπζπληέο 
ησλ Φξεκαηηζηεξίσλ. Καλέλαο πεξηνξηζκόο δελ ηίζεηαη ζηηο εηαηξίεο (Shipbrokers,  
θηι) θαη ζηνπο ππαιιήινπο ηνπο, είηε απηνί εξγάδνληαη ζαλ κεζίηεο (brokers), είηε 
ζαλ θπξίαξρνη ηεο λαπιαγνξάο. Παξνιαπηά ππάξρεη ν όξνο γηα ηνλ δηνξηζκό ησλ 
εηαηξηώλ απηώλ θαη ησλ ππαιιήισλ ηνπο πνπ αζρνινύληαη κε ην ζέκα απηό, λα 
απνθαιύπηνπλ ζηα Φξεκαηηζηήξηα ηελ αλάκεημε ηνπο κε απηέο ηηο αγνξέο. 
Παξνκνίσο, νη πιεξνθνξίεο πνπ είλαη δηαζέζηκεο ζην πξνζσπηθό, ζηα πιαίζηα ησλ 
θαζεθόλησλ ηνπο δελ ζα πξέπεη λα πεξάζνπλ ή λα ηεζνύλ πξνο δηάζεζε εθηόο ησλ 
Φξεκαηηζηεξίσλ. Οη θαζεκεξηλέο αλαθνξέο ησλ εθηηκεηώλ είλαη απζηεξά 
εκπηζηεπηηθέο κεηαμύ ησλ Φξεκαηηζηεξίσλ θαη ησλ λνκίκσλ αληηπξνζώπσλ ησλ 
εηαηξηώλ. Οη εθηηκεηέο δελ ζα πξέπεη λα ζέηνπλ πξνο δηάζεζε απηέο ηηο αλαθνξέο ζε 
θαλέλα άιιν εθηόο ηνπ αληαπνθξηηή, δειαδή νύηε ζην ππόινηπν πξνζσπηθό ηεο 











Οη ηηκέο πνπ θαηαγξάθεθαλ  ηα ρξόληα 1998-2009 παξνπζηάδνληαη δηαγξακκαηηθά. 
 
 





























Γιερεύνηζη Φαοηικής Σσμπεριθοράς  
Αξρηθά ζα παξαηεζεί ην θάζκα ηζρύνο (power spectrum). Μέζσ ηνπ πξνγξάκκαηνο 
βξίζθνπκε ην P(f) θαη logP(f) κε βάζε ηνπο αιγόξηζκνπο πνπ έρνπλ παξαηεζεί ζην 
θεθάιαην 2. 
Με βάζε ηηο ηηκέο απηέο εμάγεηαη ην παξαθάησ δηάγξακκα . 
 
Στήμα 21: Παξάζηαζε ηνπ θάζκαηνο ηζρύνο 
Από ηελ αξλεηηθή θιίζε πνπ παξνπζηάδεη ην θάζκα ηζρύνο ζπκπεξαίλνπκε πσο 
έρνπκε πηζαλά ρανηηθή ρξνλνζεηξά, αλ θαη ππάξρνπλ νξηζκέλα είδε ζνξύβνπ πνπ 
έρνπλ αξλεηηθή θιίζε. 
Με ηε ρξήζε ηνπ πξνγξάκκαηνο κπνξέζακε λα πξνζδηνξίζνπκε ηε δηάζηαζε 
ζπζρέηηζεο . Η δηάζηαζε απηή είλαη πνπ ρξεζηκνπνηνύκε θαηά θόξνλ γηα λα καο 













































Δπίζεο παξαηίζεληαη νη πίλαθεο ππνινγηζκνύ ηνπ ινγαξίζκνπ ηνπ νινθιεξώκαηνο 
ζπζρέηηζεο έλαληη ινγαξίζκνπ ηεο αθκήο  logr-logC(r,m) 
Πίνακας 2: Παξνπζίαζε ησλ ηηκώλ ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο αθκήο έλαληη ηνπ ινγαξίζκνπ 
ηνπ νινθιεξώκαηνο ζπρέηηζεο. 
logr logC(r,2) logC(r,3) logC(r,4) logC(r,5) logC(r,6) logC(r,7) logC(r,8) logC(r,9) logC(r,10) logC(r,11) logC(r,12) 
0,312 -2,18 -2,57 -2,91 -3,22 -3,51 -3,76 -3,97 -4,2 -4,39 -4,58 -4,8 
0,613 -1,54 -1,9 -2,19 -2,46 -2,72 -2,96 -3,21 -3,4 -3,64 -3,86 -4,1 
0,789 -1,33 -1,51 -1,74 -1,93 -2,09 -2,28 -2,46 -2,6 -2,82 -3 -3,2 
0,914 -1,17 -1,38 -1,54 -1,72 -1,87 -2,01 -2,16 -2,3 -2,45 -2,58 -2,7 
1,01 -1,1 -1,26 -1,39 -1,53 -1,67 -1,78 -1,91 -2 -2,16 -2,28 -2,4 
1,09 -1 -1,13 -1,27 -1,39 -1,5 -1,61 -1,72 -1,8 -1,92 -2,03 -2,1 
1,16 -0,906 -1,06 -1,18 -1,28 -1,39 -1,49 -1,59 -1,7 -1,78 -1,87 -2 
1,21 -0,849 -0,974 -1,08 -1,19 -1,29 -1,38 -1,47 -1,6 -1,63 -1,72 -1,8 
1,27 -0,796 -0,92 -1,02 -1,12 -1,21 -1,3 -1,38 -1,5 -1,53 -1,6 -1,7 
1,31 -0,764 -0,871 -0,966 -1,06 -1,14 -1,22 -1,3 -1,4 -1,44 -1,51 -1,6 
1,35 -0,721 -0,825 -0,922 -1 -1,08 -1,16 -1,23 -1,3 -1,36 -1,43 -1,5 
1,39 -0,697 -0,794 -0,878 -0,96 -1,03 -1,1 -1,17 -1,2 -1,3 -1,36 -1,4 
1,43 -0,65 -0,753 -0,836 -0,92 -0,99 -1,05 -1,12 -1,2 -1,24 -1,29 -1,4 
1,46 -0,618 -0,724 -0,804 -0,88 -0,95 -1,01 -1,07 -1,1 -1,19 -1,24 -1,3 
1,49 -0,596 -0,69 -0,769 -0,84 -0,91 -0,97 -1,03 -1,1 -1,14 -1,19 -1,2 
1,52 -0,571 -0,664 -0,738 -0,81 -0,87 -0,93 -0,99 -1,1 -1,1 -1,15 -1,2 
1,54 -0,554 -0,637 -0,715 -0,78 -0,84 -0,9 -0,96 -1 -1,06 -1,11 -1,2 
1,57 -0,531 -0,616 -0,688 -0,75 -0,81 -0,87 -0,92 -1 -1,03 -1,07 -1,1 
1,59 -0,507 -0,598 -0,666 -0,73 -0,79 -0,84 -0,89 -0,9 -0,99 -1,04 -1,1 







Καη ην ζρήκα  ησλ απνηειεζκάησλ 
 
Στήμα 22: Σρεδηάγξακκα ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο αθκήο έλαληη ηνπ ινγαξίζκνπ ηνπ 
νινθιεξώκαηνο ζπρέηηζεο. 
Πίνακας 3: Γίλνληαη νη θιίζεηο έλαληη ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο αθκήο  
logr slope(2) slope(3) slope(4) slope(5) slope(6) slope(7) slope(8) slope(9) slope(10) slope(11) slope(12) 
0,613 1,81 2,21 2,45 2,7 2,92 3,05 3,09 3,17 3,21 3,21 3,23 
0,789 1,22 1,74 2,16 2,49 2,85 3,18 3,53 3,79 4,02 4,3 4,51 
0,914 1,06 1,13 1,58 1,76 1,93 2,22 2,46 2,73 2,99 3,24 3,46 
1,01 0,937 1,44 1,56 1,88 2,11 2,28 2,51 2,74 2,97 3,15 3,32 
1,09 1,31 1,39 1,46 1,71 1,86 1,99 2,19 2,4 2,59 2,82 3,03 
1,16 1,23 1,23 1,47 1,58 1,7 1,86 2,02 2,16 2,32 2,49 2,68 
1,21 1,01 1,3 1,43 1,54 1,7 1,83 1,99 2,13 2,28 2,42 2,58 
1,27 0,877 1,07 1,21 1,4 1,54 1,65 1,78 1,9 2,02 2,16 2,31 
1,31 0,857 1,08 1,17 1,31 1,46 1,6 1,71 1,83 1,94 2,04 2,16 
1,35 0,844 0,972 1,12 1,24 1,39 1,48 1,59 1,71 1,8 1,9 1,99 
1,39 0,977 0,999 1,18 1,22 1,32 1,42 1,52 1,63 1,73 1,83 1,92 
1,43 1,18 1,05 1,1 1,22 1,26 1,38 1,46 1,54 1,65 1,75 1,85 
1,46 0,86 1,01 1,08 1,2 1,26 1,34 1,42 1,48 1,56 1,64 1,73 
1,49 0,813 1,03 1,14 1,17 1,26 1,33 1,39 1,46 1,52 1,57 1,64 
1,52 0,784 0,972 0,986 1,11 1,21 1,28 1,35 1,41 1,46 1,52 1,56 
1,54 0,776 0,953 0,987 1,06 1,16 1,22 1,32 1,36 1,42 1,49 1,53 
1,57 0,964 0,815 1,02 1,06 1,14 1,21 1,28 1,36 1,41 1,47 1,52 






























Στήμα 23: Γηάγξακκα ησλ θιίζεσλ έλαληη ηνπ ινγαξίζκνπ ηεο αθκήο 
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Στήμα 24: Γηάγξακκα ηεο δηάζηαζεο εκβύζηζεο ζε ζρέζε κε ηελ δηάζηαζε ζπζρέηηζεο 
 
Η πξνηεηλόκελε ηηκή ηεο δηάζηαζεο ζπζρέηηζεο είλαη 1.29. Με βάζε ην ζεώξεκα 
ησλ Eckman & Ruelle ε δηάζηαζε ζπζρέηηζεο δελ πξέπεη λα μεπεξλά ην 2logN όπνπ 
Ν είλαη ην κήθνο ηεο ρξνλνζεηξάο καο. Σηελ πεξίπησζε καο είλαη 2log2813=6.898, 
άξα θαιππηόκαζηε. 
Γελ πξαγκαηνπνηήζεθε παξνπζίαζε ηνπ ειθπζηή ηεο ρξνλνζεηξάο καο κηα θαη ε 
δηάζηαζε ηεο θηλείηαη κεηαμύ 1 θαη 2, νπόηε δελ παξνπζηάδεη ελδηαθέξνλ θαη δελ ζα 
πξνζδώζεη ρξήζηκα ζπκπεξάζκαηα.  
 
Μέζσ ηνπ πξνγξάκκαηνο NLTSA πξνζδηνξίζακε ηνλ κέγηζην εθζέηε Lyapunov 
εθαξκόδνληαο κηα εύξσζηε κέζνδν. Με απηή ηε κέζνδν ππνινγίδνπκε ηνλ κέζν όξν 
ησλ ηνπηθώλ  LE πνπ είλαη      
 
   
      
   
   
 
      
                     
θαη ζηελ ζπλέρεηα ηνλ κέγηζην LE πνπ δίλεηαη από ηνλ ηύπν  
                                                                                                         (51) 
Καη παίξλνπκε ην κέζν όξν ησλ       . Δλαιιαθηηθά ππνινγίδνπκε ηελ θιίζε ηεο 
παιηλδξόκεζεο  
                                                                                                                (52) 
Όπνπ :ι1 είλαη ε θιίζε  
C είλαη κηα ζηαζεξά πνπ δελ καο ελδηαθέξεη ε ηηκή ηεο  
































Σηελ ζπλέρεηα παξαζέηνπκε ηνλ πίλαθα κε ηηο ηηκέο  ηεο δηάζηαζεο  εκβύζηζεο θαη 
ηηο ηηκέο ησλ LLE θαη  S(a). 
 
Πίνακας 5: Τηκέο εθηίκεζεο ηνπ κέγηζηνπ εθζέηε Lyapunov. 
 
  evol.     S(evol.)      LLE est.   
--------- ------------ ------------ 
0 3,984  
1 4,132 0,1483 
2 4,251 0,1188 
3 4,353 0,1016 
4 4,441 0,08878 
5 4,517 0,07582 
6 4,584 0,06659 
7 4,642 0,05811 
8 4,693 0,05121 
9 4,737 0,04409 
10 4,775 0,03809 
Αθνύ ππνινγίζακε ην S(a) ζρεδηάδνπκε ην δηάγξακκα S(a) - a θαη ηελ ζπλάξηεζε 
y=0,1483x+3,3926 πνπ είλαη ε θιίζε(radient). Η ηηκή 0,1453 είλαη πνιύ θνληά ζηελ 
ηηκή πνπ ρξεζηκνπνηήζακε. 
 
Στήμα 25: Γηάγξακκα S(a)-a θαη θιίζεο 
 
Από ην δηάγξακκα βιέπνπκε πσο νη γξαθηθέο παξαζηάζεηο μεθηλάλε καδί θαη κεηαμύ 
ηεο δηάζηαζεο εκβύζηζεο 1 θαη 2 αιιάδνπλε θιίζε. Άξα έρνπκε δηάζηαζε εκβύζηζεο 



















Οη ιόγνη πνπ επηρεηξνύκε λα πξνβιέςνπκε ηηο ρξεκαηννηθνλνκηθέο ρξνλνζεηξέο  
είλαη νη αληακνηβέο πνπ κπνξνύκε λα θεξδίζνπκε, ην ελδηαθέξνλ πνπ απηέο 
παξάγνπλ, θαη ε πξόθιεζε ηεο πξνζπάζεηαο πξόβιεςεο ησλ πην δύζθνισλ από ηηο 
ρξνλνζεηξέο. Οη ρξεκαηννηθνλνκηθέο ρξνλνζεηξέο, κηα από ηηο νπνίεο είλαη θαη ε ππό 
εμέηαζε ρξνλνζεηξά καο, παξάγνληαη από ηελ αιιειεπίδξαζε εθαηνληάδσλ ρηιηάδσλ 
έμππλσλ θαη κε πςειά θίλεηξα αλζξώπσλ, ν θαζέλαο από ηνπο νπνίνπο έρεη πνιινύο 
κήλεο εάλ όρη ρξόληα εκπεηξίαο ζηελ παξαθνινύζεζε ησλ αγνξώλ θαη ζηελ 
πξνζπάζεηα λα καληέςεη ηελ επόκελε θίλεζε, ηελ επνκέλε ηάζε (trend), ην επόκελν 
θύκα. Τν όηη ππάξρεη θάπνηα πξνβιεςηκόηεηα ζηηο αγνξέο είλαη έλα ζαύκα. Η 
ππόζεζε ηεο ηθαλνπνηεηηθήο αγνξάο (Efficient Market Hypothesis, Fama), πνπ 
επηθξαηνύζε κέρξη ηηο αξρέο ηηο δεθαεηίαο ηνπ 90 ηζρπξηδόηαλ όηη ε ρξνληθή εμέιημε 
ησλ αγνξώλ ήηαλ ζαλ έλαο ηπραίνο πεξίπαηνο. Η εμήγεζε γηα απηήλ ηελ ππόζεζε 
δίδεηαη ζπλήζσο κέζσ ηνπ εμήο παξαδείγκαηνο: έζησ όηη έλα ραξηνλόκηζκα ησλ 
δέθα επξώ βξίζθεηαη ζην πεδνδξόκην, απηό ακέζσο ζα βξηζθόηαλ θάπνηνο λα ην 
αξπάμεη. Δπνκέλσο κε βάζε απηήλ ηελ ινγηθή δελ ππάξρεη ηζηνξία ζηελ 
ζπκπεξηθνξά ησλ αγνξώλ. Όηη πιεξνθνξίεο ζα κπνξνύζαλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ από 
θάπνηνλ ρξεκαηηζηή είλαη παξνύζεο ζηηο ζηηγκηαίεο θαηαζηάζεηο ηεο αγνξάο θαη 
ζηελ θνηλή ινγηθή. Σηνηρεία ρακεινδηάζηαηνπ ράνπο ζε πνιιέο αγνξέο, θαη 
επνκέλσο πεξηνξηζκέλε πξνβιεςηκόηεηα (Medio), ππνλόκεπζε ηελ ππόζεζε ηεο 
ηθαλνπνηεηηθήο αγνξάο. Σε απηήλ ηελ εξγαζία επηδηώθνπκε λα απνδείμνπκε όηη 
κπνξνύκε λα πξαγκαηνπνηήζνπκε πξνβιέςεηο ζηελ αγνξά βαζηδόκελε ζηελ ηζηνξία 
ηεο. 
Όιεο νη πξνβιέςεηο πνπ έγηλαλ κε ηε ρξήζε ηνπ πξνγξάκκαηνο πξαγκαηνπνηήζεθαλ 
εληόο δείγκαηνο έηζη ώζηε λα γλσξίδνπκε ηα απνηειέζκαηα θαη λα κπνξνύκε λα 
κεηξάκε ην ζθάικα καο. Πξαγκαηνπνηήζεθαλ 7 πξνβιέςεηο κέζα ζε 7 δηαθνξεηηθά 
ζεκεία ηεο ρξνλνζεηξάο εθαξκόδνληαο 5 δηαθνξεηηθέο κεζόδνπο . Οη κέζνδνη απηέο  
είλαη  : 
1. OLS-κέζνδνο ειαρίζησλ ηεηξαγώλσλ  
2. RR-κέζνδνο παιηλδξόκεζεο πιαγίαο  
3. RBF- κέζνδνο Αθηηληθώλ ζπλαξηήζεσλ Βάζεο  
4. KDE-Μέζνδνο εθηίκεζεο ππξήλα  
5. PCR-κέζνδνο παιηλδξόκεζεο θπξίσλ ζπληζησζώλ(Principal components 
regression) 
6. Naïve model-κέζνδνο αζώσλ κνληέισλ 





Πίνακας 6: Παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα ησλ πξνβιέςεσλ θαη κε ηηο 5 κεζόδνπο . 
PCR OLS RR RBF KDE naïve model 
original 
prices 
62,1239 66,5338 60,3947 60,8774 59,4872 60 
 
60 
58,593 62,9477 59,7368 59,649 58,7683 60 
 
60 
54,8523 68,4497 58,9474 61,3915 57,9028 60 
 
62,5 
58,8252 63,3698 59,6053 61,5758 58,91 60 
 
62,5 
60,3346 63,1324 58,9474 60,463 59,1244 60 
 
62,5 
61,2449 60,9949 60,5263 60,7723 61,046 60 
 
62,5 
57,6096 56,6467 59,4737 60,0984 60,3275 60 
 
60 
        
        
        E: 








     
0,026847 
   
Όπνπ Δ είλαη εθηηκεηήο ζθάικαηνο  ησλ πξνβιέςεσλ ηεο θάζε κεζόδνπ όπσο απηόο 
έρεη νξηζηεί ζηελ ζεσξεία. 
 





























Σην παξαπάλσ ζρεδηάγξακκα παξνπζηάδεηαη δηαγξακκαηηθά ε απόθιηζε ηεο θάζε 
κεζόδνπ πξόβιεςεο από ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα. 
Όπσο θαη παξαπάλσ ζηε δεύηεξε πξόβιεςε ρξεζηκνπνηήζεθαλ  2263 ζεκεία. 
  
 
Πίνακας 7: Παξαηίζεηαη πάιη πίλαθαο θαη νη πξνβιέςεηο 
original 
prices  PCR RBF KDE RR OLS 
naïve 
model 
200 281,151 137,232 127,824 129,404 136,312 200 
195 155,673 146,841 125,64 125,208 182,823 200 
170 114,006 116,608 123,691 125,417 103,27 200 
170 104,407 105,063 129,297 129,583 115,353 200 
200 120,082 112,673 130,241 130,417 135,61 200 
200 166,613 150,189 126,352 127,292 193,829 200 
150 149,496 151,364 151,161 149,375 190,189 200 
       
       
 






























Σηελ Τξίηε κέηξεζε 2585 ζεκείσλ εμήρζεζαλ ηα παξαθάησ απνηειέζκαηα: 
 
Πίνακας 8: Παξνπζηάδνληαη ηα απνηειέζκαηα γηα ηελ Τξίηε πξόβιεςε εληόο δείγκαηνο . 
PCR OLS RR RBF KDE naïve model 
original 
prices 
162,390 178,788 170 184,802 174,006 192,5 
 
192,5 
122,140 151,29 177,273 183,885 174,968 192,5 
 
192,5 
237,911 240,069 185 264,467 191,527 192,5 
 
192,5 
106,922 187,985 185,909 255,053 187,324 192,5 
 
182,5 
285,880 201,943 190,682 220,764 185,763 192,5 
 
167,5 
66,106 171,076 182,727 186,606 178,595 192,5 
 
162,5 
49,724 171,218 183,409 181,349 185,821 192,5 
 
137,5 
        
     
E: 







































Πίνακας 9: Σηελ ηέηαξηε θαηά ζεηξά κέηξεζε 802 ζεκείσλ έρνπκε ηηο αθόινπζεο 
κεηξήζεηο 
OLS PCR RR RBF KDE naïve method 
original 
prices 
177 180 164 164 142 205 
 
205 
169 171,57 156 181 152 205 
 
205 
188 313 131 186 147 205 
 
200 
184 247 171 195 168 205 
 
177,5 
181 246,72 194 194 194 205 
 
177,5 
181 170 194 192 193 205 
 
172,5 
203 228 192,5 194 193 205 
 
157,5 











     
0,351962 






























Πίνακας 10: Σηελ επόκελε κέηξεζε 860 ζεκείσλ, πνπ είλαη ε 5ε θαηά ζεηξά έρνπκε ηα 
αθόινπζα απνηειέζκαηα 
OLS PCR RR RBF KDE naïve method 
origina
l prices 
116 104 124 117 118 95 
 
95 
122 159 120,698 120 120 95 
 
95 
119 86 120 120 121 95 
 
97,5 
121 130 122 123 123 95 
 
97,5 
129 121 125 122 123 95 
 
90 
116 151 115 116,562 117 95 
 
87,5 
118,33 179 117 117 117 95 
 
90 











     
0,21312 

































Πίνακας 11: Σηελ 6 κέηξεζε 1352 ζεκείσλ, έρνπκε ηα αθόινπζα απνηειέζκαηα 
  
OLS PCR RR RBF KDE naïve method  
original 
prices 
118 132 131 129 131 135 
 
135 
115 105 122,5 121 122 135 
 
140 
110 95 129 125 128 135 
 
150 
121,9 3 129 128 128 135 
 
150 
117 116 130 123 127 135 
 
145 
122,63 77 119 120 119 135 
 
145 
111 106 115 118 116 135 
 
150 











     
0,33191306 































Πίνακας 12: Σηελ έβδνκε θαη ηειεπηαία κέηξεζε 1675 ζεκείσλ, έρνπκε 
OLS PCR RR RBF KDE naïve method 
original 
prices 
147 154 154 145 151 158 
 
157,5 
170 298 160 158 158,5 158 
 
155 
156 160 162,5 163 161,26 158 
 
155 
168 148 166 165 165 158 
 
155 
172 141 164 164 164 158 
 
150 
151 151 156 161 154,94 158 
 
155 
156 115 149 154 151 158 
 
147,5 











     
0,138113 





























Τέινο πξαγκαηνπνηήζεθαλ νη εμήο κεηξήζεηο γηα ηελ εύξεζε ηεο ηάζεο ζε θάζε 
κέηξεζε. Παξαθνινπζώληαο ηηο αλόδνπο θαη ηηο θαζόδνπο ησλ ηηκώλ ησλ 
πξνβιέςεσλ ηηο ζπγθξίλνπκε κε ηηο αλόδνπο θαη ηηο θαζόδνπο ησλ πξαγκαηηθώλ 
ηηκώλ, θαη έηζη βξίζθνπκε πνζνζηηαία θαηά πόζν ε πξόβιεςε αθνινπζεί ηελ ηάζε 
(trend) ησλ πξαγκαηηθώλ ηηκώλ. Δπνκέλσο έρνπκε: 
 
Πίνακας 13: Σηελ πξώηε κέηξεζε έρνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα 
PCR 
   
OLS 
   
        output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 0 0 0 up 1 0 1 









total 14% 14% 
 
        RBF 
   
KDE 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 1 0 1 up 0 0 0 
down 0 1 1 down 1 1 2 
 
100% 100% 
   
50% 







   
    output 
\actual up down result 
up 0 0 0 



















Πίνακας 14: Σηελ δεύηεξε κέηξεζε έρνπκε ηηο αθόινπζεο παξαηεξήζεηο 
PCR 
   
OLS 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 1 1 2 up 1 1 2 





 total 43% 43% 
 
total 14% 29% 
 
        RBF 
   
KDE 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 1 2 3 up 1 1 2 





 total 14% 14% 
 
total 14% 14% 
  
RR 
   output 
\actual up down result 
up 1 1 2 
down 0 1 1 
 
50% 100% 
 total 14% 14% 























Πίνακας 15: Σηελ Τξίηε κέηξεζε βξίζθνπκε ηα αθόινπζα 
 
PCR 
   
OLS 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 0 1 1 up 0 1 1 
down 0 3 3 down 0 2 2 
  
100% 






total 0 29% 
 
        RBF 
   
KDE 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 0 0 0 up 0 1 1 
down 0 3 3 down 0 3 3 
  
100% 










   output 
\actual up down result 
up 0 2 2 





























Πίνακας 16: Σηελ ηέηαξηε κέηξεζε έρνπκε ηα εμήο  
PCR 
   
OLS 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 0 2 2 up 0 2 2 
down 0 2 2 down 0 1 1 
  
1 






total 0 14% 
 
        RBF 
   
KDE 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 0 3 3 up 0 1 1 
down 0 1 1 down 0 1 1 
 
0 100% 
   
100% 






        RR 
   output 
\actual up down result 
up 0 0 0 





























Πίνακας 17: Σηελ Πέκπηε κέηξεζε έρνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα 
PCR 
   
OLS 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 1 1 2 up 1 1 2 





 total 14% 14% 
 
total 14% 14% 
 
        RBF 
   
KDE 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 1 0 1 up 2 0 2 





 total 14% 29% 
 
total 29% 14% 
  
RR 
   output 
\actual up down result 
up 1 1 2 
down 1 1 2 
 
50% 50% 
 total 14% 14% 















Πίνακας 18: Σηελ έθηε κέηξεζε παξνπζηάδνληαη ηα αθόινπζα 
 
PCR 
   
OLS 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 1 1 2 up 0 0 0 
down 2 0 2 down 3 1 4 
 
50% 
    
25% 






        RBF 
   
KDE 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 1 0 1 up 1 0 1 





 total 14% 14% 
 
total 14% 14% 
 RR 
   output 
\actual up down result 
up 1 0 1 
down 2 0 2 
 
100% 
  total 14% 





















Πίνακας 19: Σηελ έβδνκε θαη ηειεπηαία κέηξεζε έρνπκε ηα εμήο 
απνηειέζκαηα. 
PCR 
   
OLS 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 1 0 1 up 0 3 3 
down 0 2 2 down 1 0 1 
 
100% 100% 
     total 14% 29% 
 
total 
   
        RBF 
   
KDE 
   output 
\actual up down result 
output 
\actual up down result 
up 0 1 1 up 0 1 1 
down 1 1 2 down 1 1 2 
  
50% 











   output 
\actual up down result 
up 0 1 1 





















Σηελ πξώηε κέηξεζε παξαηεξνύκε από ην ζρεδηάγξακκα όηη όιεο νη κεηξήζεηο έρνπλ 
απνθιίζεηο από ηηο πξαγκαηηθέο ηηκέο είλαη κηθξέο. Από ην ζθάικα Δ βιέπνπκε όηη ε 
κέζνδνο κε ην κεγαιύηεξν ζθάικα είλαη ε OLS.  Η κέζνδνο κε ηελ κηθξόηεξε 
απόθιηζε είλαη ε RBF κε Δ:0.01693 δειαδή κε 17% πεξίπνπ απόθιηζε από ηηο 
πξαγκαηηθέο ηηκέο. 
Σηελ δεύηεξε κέηξεζε παξαηεξνύκε  όηη έρνπκε κεγαιύηεξεο απνθιίζεηο. Μηα ηθαζία 
πνπ κπνξεί λα γίλεη είλαη όηη νη κέζνδνη πξόβιεςεο πνπ ρξεζηκνπνηνύκε δελ κπνξνύλ 
λα δώζνπλ θαιά απνηειέζκαηα όηαλ νη πξαγκαηηθέο ηηκέο έρνπλ βξαρππξόζεζκα 
απόηνκεο απμνκεηώζεηο. Η κέζνδνο κε ηελ κηθξόηεξε απόθιηζε ήηαλ ε naïve method 
κε Δ:0.4517. H κέζνδνο κε ηελ κεγαιύηεξε απόθιηζε ήηαλ ε PCR κε ζθάικα 
Δ:1.08688.  
Σηελ ηξίηε  κέηξεζε παξαηεξνύκε όηη έρνπκε αθόκα κεγαιύηεξεο απμνκεηώζεηο. Η 
κέζνδνο κε ην κηθξόηεξν ζθάικα είλαη θαη πάιη ε KDE κε ζθάικα E: 0.467179. Η 
κέζνδνο κε ην κεγαιύηεξν ζθάικα είλαη ε PCR κε Δ:1.6445. 
Σηελ ηέηαξηε κέηξεζε παξαηεξνύληαη νκαιέο απμνκεηώζεηο. Η κέζνδνο κε ην 
κεγαιύηεξν ζθάικα είλαη ε PCR κε Δ:0.81639. Η κέζνδνο κε ην κηθξόηεξν ζθάικα 
είλαη ε OLS κε E: 0.08454. 
Σηελ πέκπηε θαηά ζεηξά κέηξεζε παξνπζηάδνληαη κεγάια ζθάικαηα. Η κέζνδνο κε 
ην κηθξόηεξν ζθάικα είλαη ε naive method κε Δ:0.2131. Η κέζνδνο κε ην κεγαιύηεξν 
ιάζνο είλαη ε PCR κε Δ:5.6716. 
Σηελ έθηε κέηξεζε έρνπκε ηα εμήο απνηειέζκαηα. Η κέζνδνο κε ην κηθξόηεξν 
ζθάικα είλαη ε naïve method κε Δ:0.3319. Η κέζνδνο από ηελ άιιε κε ην 
κεγαιύηεξν ζθάικα είλαη ε PCR κε Δ:3.5414.  
 
Σηελ έβδνκε θαη ηειεπηαία κέηξεζε έρνπκε ηηο αθόινπζεο παξαηεξήζεηο. Η κέζνδνο 
κε ην κηθξόηεξν ζθάικα είλαη ε naïve method κε Δ:0.1381. Η κέζνδνο κε ην 
κεγαιύηεξν ζθάικα είλαη ε PCR κε Δ:1.3680. 
Σηελ πξώηε κέηξεζε νη κέζνδνη πξόβιεςεο έδσζαλ ηθαλνπνηεηηθά απνηειέζκαηα 
ελώ ζηελ δεύηεξε θαη ζηελ ηξίηε είρακε κεγάιεο απμνκεηώζεηο κεηαμύ ησλ κεζόδσλ. 
Σηελ ηέηαξηε θαη έβδνκε κέηξεζε νη πξνβιέςεηο κε ηηο πεξηζζόηεξεο κεζόδνπο 
παξνπζηάδνληαη λα αθνινπζνύλ ην trend ησλ original ηηκώλ. Καη ζηελ πέκπηε θαη 
ζηελ 6 γίλεηαη ην ίδην πξάγκα αιιά κε κεγαιύηεξα ζθάικαηα. Η naïve method πνπ 
είλαη ε πην ζπληεξεηηθή θαη ε πην απιή έρεη ηηο θαιύηεξεο πξνζεγγίζεηο από όιεο ηηο 





Δπίζεο έγηλαλ νη αθόινπζεο παξαηεξήζεηο : 
1. Όηαλ νη πξαγκαηηθέο ηηκέο δηαηεξνύλ κηα ζηαζεξή θιίζε, ηόηε νη κέζνδνη 
πξόβιεςεο παξνπζηάδνπλ επηηπρία. 
2. Όηαλ ηα δεδνκέλα πνπ ρξεζηκνπνηνύκε είλαη ιίγα γηα ηελ πξόβιεςε ηόηε ην 
ζθάικα ησλ κεζόδσλ είλαη κεγάιν. Φαξαθηεξηζηηθό παξάδεηγκα είλαη ε 5ε 
κέηξεζε. 
3. Αλ θαη ππάξρεη κεγάιν ζθάικα από ηα πξαγκαηηθά δεδνκέλα νη πεξηζζόηεξεο 
από ηηο κεζόδνπο αθνινπζνύλ ην ζσζηό trend(4 ζηηο 5 πεξίπνπ). 
4. Η κέζνδνο πξόβιεςεο πνπ απέρεη πεξηζζόηεξν ζηελ ζσζηή πξόβιεςε ηνπ 
trend αιιά θαη παξνπζηάδεη ζπλήζσο ην κεγαιύηεξν ζθάικα είλαη ε PCR. 
 
 
Mε ηελ αλαιπηηθόηεξε κέζνδν εύξεζεο ηνπ trend πνπ παξνπζηάδεηαη ζηνπο 
πίλαθεο  16 έσο 22 έρνπκε ηα αθόινπζα ζπκπεξάζκαηα: 
 Σηελ πξώηε πξόβιεςε  νη κέζνδνη πνπ αθνινπζνύλ θαιύηεξα ην 
trend κε 14% είλαη ε OLS θαη ε PCR 
 Σηελ 2ε πξόβιεςε ε PCR αθνινπζεί θαιύηεξα ην trend  κε 43% θαη 
ζηα up θαη ζηα down. 
 Σηελ 3ε πξόβιεςε νη PCR,RBF θαη KDE αθνινπζνύλ θαιύηεξα ην 
trend κε 43% ζηα down.Σηελ ζπγθεθξηκέλε πξόβιεςε νη 
πξαγκαηηθέο ηηκέο δελ παξνπζίαδαλ θαζόινπ up. 
 Σηελ 4ε πξόβιεςε έρνπκε πάιη 0 ζηα up ζηηο πξαγκαηηθέο ηηκέο ε 
PCR είλαη θαιύηεξε ζηα down. 
 Σηελ 5ε πξόβιεςε ε RBF έρεη 14% ηαύηηζε ζηα up κε ηηο 
πξαγκαηηθέο ηηκέο θαη 29% ζηα down. 
 Σηελ 6ε πξόβιεςε νη RBF θαη KDE είλαη νη κέζνδνη κε ηελ 
θαιύηεξε πξνζέγγηζε ηνπ trend ησλ πξαγκαηηθώλ ηηκώλ κε 14% up 
θαη θάησ. 
 Σηελ 7ε θαη ηειεπηαία πξόβιεςε ε  PCR είλαη ε θαιύηεξε ζην trend 
κε 14% ζην up θαη 29% down. 
 
Σε απηήλ ηελ εξγαζία ινηπόλ απνδείμακε πσο ε ρξνλνζείξα καο, πνπ απνηειείηαη από 
ηηο ηίκεο ηεο λαπιαγνξάο πινίσλ Ταλθεξ, παξνπζηάδεη ρανηηθή ζπκπεξηθνξά. Τν 
απνηέιεζκα απηό ζπκθσλεί κε ηελ δηδαθηνξηθή δηαηξηβή ηεο θ. Μαξηλίθεο Χηθηά. 
Σηελ δηδαθηνξηθή δηαηξηβή απνδείρζεθε κε ηελ ρξήζε ηνπ εξγαιείνπ BDS πσο ε 
λαπιαγνξά θαη ζηελ ρξνλνλαύισζε θαη ζηελ λαύισζε αλά ηαμίδη παξνπζηάδεη 
ρανηηθή ζπκπεξηθνξά, θαη πξνηξέπνπλ ηνπο κειεηεηέο λα επηρεηξήζνπλ λα 
εθαξκόζνπλ κεζόδνπο πξόβιεςεο ζε απηέο. Σηελ δηπισκαηηθή εξγαζία απηή έθηνο 
από ηελ απόδεημε ηεο ρανηηθήο ζπκπεξηθνξάο κέζσ ηνπ θάζκαηνο ηζρύνο θαη ηεο 
εύξεζεο  ησλ κεγίζησλ εθζεηώλ Lyapunov,  εθαξκόζακε 5 δηαθνξεηηθέο κεζόδνπο 
πξόβιεςεο. Οη πξνβιέςεηο καο έγηλαλ όιεο εληόο δείγκαηνο (predictions) θαη όρη 
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εθηόο δείγκαηνο (forecastle), πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε ηελ δπλαηόηεηα λα 
δηαζηαπξώζνπκε θαηά πόζν απηέο νη πξνβιέςεηο πξνζεγγίδνπλ ηελ πξαγκαηηθόηεηα.          
Με βάζε ηα απνηειέζκαηα ησλ κεζόδσλ πξόβιεςεο πνπ παξαηίζεληαη παξαπάλσ ε 
πην απνδνηηθή κέζνδνο πξόβιεςεο είλαη ε  αζώα κέζνδνο (naïve method), κηα 
κέζνδνο ε νπνία κε απιά ιόγηα ζεσξεί όηη ε ηηκή ηεο ρξνλνζεηξάο ζα παξακείλεη  σο 
έρεη. Δπνκέλσο θακηά ρανηηθή κέζνδνο πξόβιεςεο δελ καο έδσζε ηα επηζπκεηά 
απνηειέζκαηα. Μπνξνύκε λα ηζρπξηζηνύκε όηη σο έλα βαζκό απηέο νη κέζνδνη 
πξόβιεςεο θαηάθεξαλ λα πξνζεγγίζνπλ ηελ ηάζε ηεο αγνξάο (trend) αλ θαη ζε 
βξαρππξόζεζκεο πξνβιέςεηο. Γελ είλαη επνκέλσο εθηθηή ε πξόβιεςε ηεο 
ρξνλνζεηξάο καο, θαη θαη’ επέθηαζε νη ηηκέο ηεο λαπιαγνξάο πνπ κειεηήζακε κε ηηο 
πξναλαθεξζείζεο κεζόδνπο. 
Σε απηό ζην ζεκείν πξέπεη λα αλαθεξζνύκε ζηα πεηξακαηηθά απνηειέζκαηα ηεο 
δηδαθηνξηθήο δηαηξηβήο ηνπ Andrew Nicola Edmonds (Edmonds). Η κέζνδνο 
πξόβιεςεο, πνπ ν ίδηνο αλέπηπμε κε ηελ ρξήζε λεπξσληθώλ δηθηύσλ, εθαξκόζηεθε 
ζε νηθνλνκηθά δεδνκέλα. Σπγθεθξηκέλα εθάξκνζε ηελ κέζνδν πξόβιεςεο ζε 5 
ρξνλνζεηξέο παξκέλεο από ηελ αγνξά ζπλαιιάγκαηνο. Η δεηγκαηνιεςία γηλόηαλ αλά 
ιεπηό θαηά ηελ δηάξθεηα κίαο κέξαο. Οη ηηκέο πνπ ρξεζηκνπνίεζε ήηαλ νη spot ηηκέο 
ηνπ Γεξκαληθνύ κάξθνπ έλαληη ηνπ δνιαξίνπ DM-$, ηεο ιύξαο Αγγιίαο έλαληη ηνπ 
δνιαξίνπ £-$, θαη ηα ηξηκεληαία επηηόθηα ηεο αγγιηθήο ιύξαο, ηνπ δνιαξίνπ θαη ηνπ 
κάξθνπ αληίζηνηρα, ηα νπνία παξνπζηάδνπλ ρανηηθή ζπκπεξηθνξά (Medio). Τα 
απνηειέζκαηα από ηηο πξνβιέςεηο ζηηο ρξνλνζεηξέο απηέο ήηαλ ηθαλνπνηεηηθά, αιιά 
ζε θακία πεξίπησζε δελ ήηαλ αξθεηά πξνθεηκέλνπ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ ζηελ αγνξά 
νύησο ώζηε θάπνηνο λα βγάιεη ρξήκαηα από απηά. Αλαθέξεηαη ραξαθηεξηζηηθά ζηα 
ζπκπεξάζκαηα όηη έλα ζύζηεκα πξόβιεςεο ην νπνίν παξνπζηάδεη 65% επηηπρία 
πξόβιεςεο κπνξεί λα έρεη ζαλ απνηέιεζκα λα νδεγήζεη ζε απώιεηα ρξεκάησλ θαη 
έλα άιιν κε 40% επηηπρία πξόβιεςεο λα είλαη επηθεξδέο. 
 
Προηάζεις για περαιηέρφ έρεσνα 
Σηελ αξρή απηήο ηεο εξγαζίαο αλαγλσξίζηεθε ε αλάγθε γηα πξόβιεςε θαη αλάιπζε 
ρξνλνζεηξώλ παξκέλεο από ηνλ πξαγκαηηθό θόζκν πνπ παξνπζηάδνπλ ράνο θαη άιιεο 
πνπ έρνπλ κε γξακκηθή ζπκπεξηθνξά. Δλώ ππήξραλ εξγαιεία λα πξαγκαηνπνηήζνπλ 
απηό ην έξγν, έπαζραλ από 2 νπηζζνδξνκήζεηο: ηελ αλάγθε γηα ηελ επηινγή 
εκπεηξηθά ελόο set από παξακέηξνπο πνπ ήηαλ δσηηθέο γηα ηελ απόδνζε ηεο 
πξόβιεςεο, θαη ην πνζό ηεο ππνινγηζηηθήο ηζρύνο πνπ απαηηείην. Οη παξάκεηξνη 
έρνπλ επηιερζεί ρσξίο λα θαηαθύγνπλ ζηελ ζεσξεία θαη ηνλ αηξεηηζκό πξέπεη λα 
ππάξρεη ε ακθηβνιία γηα ηελ πνηόηεηα ησλ απνηειεζκάησλ. 
Γηα πεξαηηέξσ έξεπλα πξνηείλνπκε ηελ ρξήζε Νεπξσληθώλ δηθηύσλ. ε βαζηθή ηδέα 
ζε απηά είλαη ε ρξήζε εμνκνησκέλσλ λεπξώλσλ ζε απηά, δειαδή ε ύπαξμε απιώλ 
κνλάδσλ επεμεξγαζίαο νη νπνίεο κπνξνύλ λα ρξεζηκνπνηεζνύλ καδί κε έλαλ ηξόπν 
παλνκνηόηππν κε ηνλ αλζξώπηλν εγθέθαιν πξνθεηκέλνπ λα έρνπκε έλα είδνο ηερλεηήο 
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λνεκνζύλεο. Βαζηζκέλνη ζηελ βηνινγία θαη ζην πσο ιεηηνπξγεί ν αλζξώπηλνο 
εγθέθαινο βγάιακε  ην ζπκπέξαζκα όηη ε κάζεζε πξέπεη λα δηακνηξάδεηαη ζε έλα 
αξηζκό από απιέο ππνινγηζηηθέο κνλάδεο θαη λα δηακνξθώλεη ηε ζπκπεξηθνξά ησλ 
ζπλδέζεσλ ησλ κνλάδσλ ή θαη ηηο κνλάδεο ηηο ίδηεο. Νεπξσληθά δίθηπα έρνπλ 
ρξεζηκνπνηεζεί γηα ηελ πξόβιεςε ηεο αγνξάο ζπλαιιάγκαηνο κε αξθεηά κεγάιν 
πνζνζηό επηηπρίαο πξόβιεςεο, κε βάζε ζηελ εξγαζία πνπ έρεη εθδώζεη ν Andrew 
Nicola Edmonds. 
 Μηα νπζηώδεο ιύζε κε πξννπηηθή κπνξεί λα είλαη ε πξνζζήθε ζηνλ αιγόξηζκν λα 
μερλάεη. Κάζε ζεκείν εκβύζηζεο παιαηόηεξν από κηα ζπγθεθξηκέλε εκεξνκελία ζα 
κπνξνύζε λα αγλνεζεί εληειώο ζηελ παξαγσγή πξνβιέςεσλ. Θα ήηαλ ελδηαθέξνλ λα 
ρξεζηκνπνηεζνύλ λεπξσληθά δίθηπα γηα ηελ έξεπλα παξνπζίαο ράνπο ζηηο 
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